Alan Turing, un mirall geometric i un problema d’un milié de
dolars

Al llibre “La nova ment de 1’Emperador” Sir Roger Penrose argumenta que
la conscieéncia humana no és algoritmica i, per tant, no es pot simular
amb una maquina de Turing. A aquesta pregunta 1li segueixen de forma
natural gqliestions més tangibles: Quins sistemes fisics poden ser no-
computacionals? Es 1l’hidrodinamica capac de realitzar calculs? (Cris
Moore, 1991). Pot un sistema mecanic (incloent la trajectoria d’un fluid)
simular una maquina de Turing universal? (Terence Tao, 2017).

El moviment d'un fluid incompressible sense viscositat es regeix per les
equacions d'Euler. Si el fluid es viscos ve donat per les equacions de
Navier-Stokes, la regularitat de les quals és un dels problemes encara
oberts a la llista de problemes del mil -lenni de la fundacidé Clay. Les
trajectories d'un fluid sén complexes. Perd, podem mesurar els seus
nivells de complexitat (computacional, logica, topoldogica i dinamica)?

En aquesta 11i¢d tractarem aquestes preguntes. En particular, explicarem
com construir un flux d'Euler tridimensional Turing-complet. La
indecidibilitat de certes trajectories de fluids és una conseqgiiéncia de
la indecidibilitat classica del problema d'aturada demostrat per Alan
Turing 1l’any 1936. Aquesta és una manifestacié de complexitat en
hidrodinamica molt diferent de la teoria del caos.

La nostra solucidé de les equacions d'Euler es correspon a una solucid
estacionaria o camp de Beltrami. Per aquesta construccid, utilitzarem
un mirall [5] que reflecteix els camps de Beltrami com a camps de Reeb
d'una geometria de contacte. Aixi, les nostres solucions importen
tecniques de geometria per resoldre un problema de dinamica de fluids.
Pero, com de generals sén els fluxos d'Euler? Podem representar qualsevol
dinamica com un flux d'Euler? Abordarem aquest problema d'universalitat
fent servir de nou aquest mirall Beltrami / Reeb utilitzant el h-
principi de Gromov. També considerarem el cas no estacionari. Aquestes
propietats d'universalitat sén un indicador més de la seva complexitat.
Tot 1 aixi, aquesta construccidé no és “fisica” en el sentit que la
métrica associada no és la metrica euclidiana. Acabarem aquesta 11ligd
amb un anunci d’una construccidé Euclidiana i de les seves implicacions
a complexitat i1 indecibilitat.

Aquestes construccions [1,2,3,4] estan motivades pel treball de Terence
Tao[7,8,9] per abordar el problema de Navier-Stokes que també explicarem.
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