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Proleg

Durant el curs 1991-1992, la Societat Catalana de Matematiques de I'l.E.C.
m’encarrega de donar un curs de Geometria destinat essencialment als Profes-
sors de Matematiques de I’Ensenyament Mitja.

Es tractava de donar un enfocament dels fonaments de la Geometria que fos
a la vegada rigords i no feixuc. El rigor el tenia a 'obra de Hilbert Fonaments
de la Geometria pero era indispensable alleugerir-la d’alguna manera.

La solucié adoptada en aquests casos per diversos autors, consistent a in-
troduir un axioma del regle, donava lloc a un desenvolupament excessivament
senzill que amagava la problematica del metode axiomatic i que no em sem-
blava, per tant, satisfactori.

Un problema semblant tenia el Professor Joan Girbau, que impartia ales-
hores un curs de Geometria Elemental per a Filosofs.

Aix0 provoca una serie de converses entre nosaltres que desembocaren en
el tractament que donem aqui.

En aquest tractament se segueix de prop l'obra de Hilbert pero suposant
coneguts els nombres reals. Aixo fa que, sense perdre el rigor, es pugui donar
una presentacié forga assequible del desenvolupament axiomatic de la Geome-
tria.

Per acabar vull agrair al Professor Joan Girbau, mestre i amic, tot el suport
que m’ha donat.
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Introduccio

Geometria Axiomatica

Uns 300 anys abans de la nostra era, el gran geometra grec Euclides tracta
de recopilar i sobretot ordenar logicament els molts resultats de Geometria
coneguts en el seu temps. En aquella epoca els grecs ja tenien clar que era
una demostracié i obtenien nous resultats per raonaments logics a partir de
teoremes ja coneguts.

Pero aquests teoremes havien de provenir, per la seva part, també d’altres
teoremes coneguts i aixi successivament.

Per tant, per a poder donar una coherencia logica a ’exposicié dels resultats
de la Geometria es feia inevitable determinar quins eren els primers teoremes,
és a dir, en quin punt es podia comencar la cadena de raonaments que permetés
anar demostrant nous teoremes a partir dels anteriors.

Calia doncs trobar uns resultats o teoremes que fossin tan evidents per si
mateixos que no calgués demostrar-los.

Per aix0o Euclides comenca la seva gran obra, els Elements, amb una llista
de 5 postulats, que fan el paper de primers teoremes i que sén tan evidents
que hom els accepta sense demostracio.

De fet, els tres primers diuen que fara la Geometria del regle i el compas
(per cada dos punts passa una unica recta, que pot prolongar tant com vulgui,
i pot tragar circumferencies amb radi i centre arbitrari). El quart postulat és
el que amaga el moviment, tema molt conflictiu a I’'éepoca d’Euclides (tots els
angles rectes son iguals), i el cinque és el famds postulat de les paralleles (per
un punt exterior a una recta hi passa una dnica parallela).

Abans pero ha donat també 23 definicions (punt, recta, etc.) per a saber
de que es parla i 9 regles de logica (el tot és major que una part, etc.).
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vi INTRODUCCIO

A partir d’aqui i amb un rigor que fou considerat modelic fins al segle
XIX, Euclides retroba tots els teoremes de la Geometria Elemental, per bé que
algunes qiiestions més complicades, com per exemple seccions coniques, tot i
ésser conegudes a la seva epoca, no apareixen als Flements.

Durant el segle XIX, sobretot després de la publicacié dels treballs de
Lobatxevski i Bolyai sobre el cinque postulat (concretament sobre el fet que
aquest postulat no es pot demostrar a partir dels altres quatre), el problema de
la fonamentacié de la Geometria rep un gran impuls. El rigor dels Elements
es considera insatisfactori i no serveix per a demostrar la consistencia de la
geometria de Lobatxevski. Els esforcos dels matematics de ’epoca culminen
amb l'obra de D. Hilbert Fonaments de la Geometria, publicada en 1899, on es
dona ja un sistema complet d’axiomes de la Geometria Euclidiana que venien a
substituir els 5 postulats d’Euclides. A diferencia pero dels Elements, a 'obra
de Hilbert no hi ha cap definicié dels objectes geometrics considerats. Se supo-
sa Unicament que existeixen tres conjunts d’objectes, anomenats punts, rectes i
plans, i que entre aquests objectes (i també entre alguns subconjunts d’aquests
objectes) existeixen unes certes relacions, que es denoten concretament pels
termes pertanyer a, estar entre i ésser congruent.

Aquestes relacions, que tampoc es defineixen, han de complir pero unes
certes propietats que s’expliciten justament a la llista d’Axiomes.

El que nosaltres pretenem fer a continuacié és donar una versio simplificada
del desenvolupament axiomatic de la geometria que permeti al lector fer-se una
idea clara del metode axiomatic.

Per aixo seguirem els Fonaments de la Geometria perdo amb la gran sim-
plificacié de suposar coneguts els nombres reals, que és un dels punts que més
complica l'obra de Hilbert. Posarem també de manifest la diferencia entre
Geometria Absoluta, Euclidiana i Hiperbolica.

Una altra simplificacié que farem, pero aquesta és purament per a evitar
detalls superflus, és la de considerar nomes la Geometria plana.
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CAPIiTOL 1

Geometria Absoluta

Suposarem doncs que tenim dos conjunts d’objectes. Els elements del pri-
mer conjunt els anomenarem PUNTS i els del segon RECTES.

Suposarem també que entre punts i rectes (i també entre alguns subconjunts
d’aquests objectes) hi ha unes certes RELACIONS, que anomenarem pertanyer a,
estar entre i ésser congruent. Aquestes relacions, arbitraries en llur naturalesa,
hauran de complir pero les condicions que s’exposen en els seglients axiomes.

1.1. Grup I. Axiomes d’incidéncia

La relacio pertanyer a és una relacié entre punts i rectes que ha de complir:

AXIOMA 1.1. Donats dos punts diferents A © B, existeix una unica recta r
tal que A pertany a r i B pertany a r.

La recta r es diu que és la recta determinada per A i B.

AXIOMA 1.2. Ezisteixen tres punts diferents A, B 1 C tals que A no pertany
a la recta determinada per B i C.

Per a alleugerir la notacid, si un punt A pertany a la recta r direm també
que A és un punt de r, que la recta r passa per A o que la recta r conté el
punt A. Si B és un altre punt de la recta r direm que A i B estan alineats.
Si el punt A pertany a dues rectes diferents r i s direm que r i s es tallen a A
o que A és un punt comu a les dues rectes. Amb aquesta notacié els axiomes
anteriors s’acostumen a escriure aixi:

AXIOMA 1.1°. Donats dos punts diferents A i B, existeix una unica recta
que els conté.

AXIOMA 1.2°. Existeizen tres punts no alineats.
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2 1. GEOMETRIA ABSOLUTA

Observeu que d’aqui no es dedueix que cada recta tingui almenys dos punts.
Aix0 sera una de les conseqiiencies del segiient grup d’axiomes.

1.2. Grup II. Axiomes d’ordre

La relacio estar entre és una relacio ternaria entre els punt d’una recta. Es
a dir, una relacié entre els punts d’una recta i parelles de punts de la mateixa
recta. Aquesta relacié ha de complir:

AxioMA II.1. Ezisteix una correspondencia bijectiva entre el conjunt de
punts de qualsevol recta v el conjunt dels nombres reals que conserva la relacio
“estar entre”.

Observeu que en el conjunt R dels nombres reals si que tenim definida
de manera natural una relacido d’estar entre: a esta entre b i ¢ si 1 només si
b<a<coc<a<h.

Si identifiquem cada recta amb el conjunt de punts que pertanyen a aquesta
recta, 'axioma II.1 esta dient que per a cada recta r existeix una bijeccid
¢: 1 — R tal que A esta entre B i C siinomés si ¢p(A) esta ente ¢(B) i ¢(C).

Del nombre ¢(P) se’'n diu coordenada del punt P, perd observeu que aquest

concepte depen de la bijeccid ¢ que s’escull entre els punts de la recta i els
nombres reals.

L’axioma II.1 permet de definir el segment.
DEFINICIO 1.1. Siguin A i B dos punts i sigui r la recta que determinen.

Anomenarem segment d’extremitats A i B o simplement segment AB el conjunt
de punts de la recta r format per A, B i tots els punts que estan entre A i B.

Observeu que el segment AB coincideix amb el segment BA i que si la
coordenada de A és més petita que la coordenada de B llavors el segment AB
esta format per aquells punts que tenen la seva coordenada més gran o igual
que la coordenada de A i més petita o igual que la coordenada de B.

Hem d’exigir també:
AxioMA I1.2 (Axioma de Pasch). Siguin A, B i C tres punts diferents no
alineats. Sigui v una recta que no passa per cap d’ells.

Si r talla el segment AB, llavors r talla un i només un dels segments BC'
i AC.
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1.3. Algunes conseqiiencies dels axiomes d’incidéncia i ordre

Degut a 'axioma II.1, molts resultats que necessiten una demostracio a
cops complicada en el model de Hilbert, sén aqui evidents.

Per exemple, donats dos punts diferents A i C, existeix sempre un tercer
punt D que esta entre A i C'. Escriurem per simplificar A — D — C.

O també que donats tres punts diferents A, B i C' sempre es compleix que
A—-B—-CoB—-A—-—CoA—-C-—B. O queentre Ai B existeixen infinits
punts de la recta, etc. També es dedueix que cada recta té almenys dos punts,
cosa que en el model de Hilbert s’ha de postular.

Es pot definir el concepte de semirecta:

DEFINICIO 1.2. Siguin O, A i B tres punts d’una recta v. Si O no esta
entre A i B direm que A i B estan sobre r a un mateix costat del punt O. Fl
conjunt de punts de la recta r que estan al mateiz costat de O que el punt A
es diu semirecta d’origen O determinada per A.

Observeu que si el punt A té coordenada més gran que la coordenada de
O, la semirecta d’origen O deteminada per A esta formada per tots els punts
de la recta r que tenen coordenada més gran que la coordenada de O. I aixo
és independent de quina sigui la correspondencia bijectiva de 'axioma II.1
(i.e. independent de les coordenades).

Aixi com un punt d’una recta la divideix en dues classes (els punts de
coordenada més gran i els punts de coordenada més petita) també és cert
que una recta divideix el conjunt total de punts (i.e. el pla) en dues classes.
Concretament tenim:

TEOREMA 1.1. Tota recta divideiz els punts del pla que no estan a la recta
en dos subconjunts no buits de manera que dos punts qualssevol A i B del pla
estan en el mateix subconjunt si i només si el segment AB no talla la recta
donada.

DEMOSTRACIO. Fixem un punt P del pla que no pertanyi a la recta do-
nada 7.

Sigui S el subconjunt de punts del pla format pel propi punt P i per aquells
punts @ tals que el segment P() no té cap punt comi amb 7.



4 1. GEOMETRIA ABSOLUTA

Escriurem S = {Q € pla; PQ Nr = 0} U {P}. Analogament definim
T={Qepla;PQ Nr#0,Q¢r}.

Observeu que S # () (car P € S)ique T # ) (car si R € r, sempre existeix,
per II.1, un punt M sobre la recta determinada per P i R tal que R esta entre
P i M. Aquest M pertany, per tant, a 7). Tenim doncs una partici6 del pla
formada per S, T i els punts de r. Hem de comprovar llavors que donats dos
punts qualssevol A i B, estan tots dos a S o tots dos a 1" si i només si en el
segment AB no hi ha cap punt de r.

P, \B

7

Figura 1.1

Suposem primerament que A i B pertanyen a S (fig. 1.1). Aix0 vol dir que
ni el segment PA ni el segment PB tallen r. Per tant, en virtud de 'axioma
de Pasch, el segment AB no talla la recta r. Suposem ara que A i B pertanyen
a T, llavors tant el segment PA com el segment PB tallen r. Novament per
I'axioma de Pasch (concretament per la unicitat) el segment AB no pot tallar
la recta 7.

Comprovem ara el reciproc. Es a dir, suposem que en el segment AB no
hi ha cap punt de r. Hem de veure que A i B pertanyen tots dos a S o tots
dos a T'. Pero aixo és cert ja que en cas contrari tindriem que un d’ells seria
de S i l'altre de T'. Podem suposar sense perdre generalitat A € Si1 B € T.
Pero llavors el segment PA no tallaria r i el segment PB si que tallaria r. Per
I’axioma de Pasch el segment AB hauria de tallar r en contra de la hipotesi
que estem fent.

Falta considerar, en tota la demostracio, el cas en que els punts P, A, B
estan alineats, cosa que deixem com a exercici. O
A la practica es diu que tota recta divideix el pla en dos costats o semiplans.

DEFINICIO 1.3. Un parell de semirectes h, k amb el mateiz origen O i que
no pertanyen a una mateira recta, es diu angle.
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k

Figura 1.2

El denotarem per ﬂ o també per AOB amb Ai B punts de h i k respec-
tivament. No tenim en compte l'ordre, i.e. h, k denota el mateix que k, h.

Les semirectes h i k es diuen costats de 'angle i O el seu vertex.

Siguin A’ i k' les rectes determinades respectivament per les semirectes h i
k. Els punts del pla que es troben al mateix costat de la recta ' que els punts
de la semirecta k i al mateix costat de la recta &’ que els punts de la semirecta
h es diuen punts interiors de I’angle. El conjunt de punts interiors rep el nom
de regio angular.

TEOREMA 1.2. Siguin A © B punts situats sobre costats diferents d’un angle
i sigui | una semirecta d’origen al vertex O de 'angle; llavors | talla el segment
AB si it només si tots els punts de l son punts interiors de [’angle.

DEMOSTRACIO. Suposem primerament que [ talla el segment AB en un
cert punt M. Com que el segment AB no pot tenir punts de les rectes deter-
minades pels costats de ’angle, a part de A i B, aquest punt M és interior a
I’angle. Suposem, raonant per I’absurd, que existeix un punt () de [ no interior
a l'angle (Fig 1.3).

Aixo vol dir que @ no pertany al mateix semipla que B respecte a la recta
OA o no pertany al mateix semipla que A respecte a la recta OB. Com que el
raonament és el mateix en ambdds casos, desenvoluparem, tan sols el primer.

En aquest cas el segment B talla la recta OA. Apliquem ara ’axioma de
Pasch al triangle M QB i la recta OA, cosa que podem fer car cap dels tres
punts pertany a la recta.
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Q

A
M
l
0]
B
Figura 1.3

Com que el segment () B talla la recta O A, aquesta ha de tallar un i només
un dels segments M Q) i M B.

Pero si tallés M@ les rectes OA i OM tindrien dos punts en comu, cosa que
no pot ésser, i si tallés M B les rectes OA i AB tindrien dos punts en comd,
cosa que tampoc no pot ésser. Per tant () ha de ser interior a I'angle.

Suposem ara que tots els punts de [ son interiors a ’angle. Fixem C, un
punt de la recta OB tal que O estigui entre B i C' (1.4). Apliquem novament
I’axioma de Pasch aquest cop al triangle ABC' i a la recta [* determinada per
la semirecta [ i la seva complementaria I’. Com que l*/t\alla BC ha de tallar
AC o AB. Pero I* no té cap punt interior a I'angle COA, i per tant no pot
tallar AC. Per tant [* talla AB. Com que I’ no té punts interiors a AOB ha
d’ésser justament [ qui talli el segment AB, cosa que acaba la demostracié. [

En particular, si una semirecta d’origen el vertex d’'un angle té un punt
interior a I’angle, tots els seus punts sén interiors.

1.4. Grup III. Axiomes de congruéncia

Com que els punts d’una recta no tenen associat d’una vegada per totes
un nombre real o coordenada, no podem definir la longitud d'un segment
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A

r O B

Figura 1.4

com la diferencia de les coordenades dels seus extrems, car aix0 dependria
de la bijeccié que s’elegis en 'axioma II.1. Per a poder comparar segments
suposarem que entre ells s’ha definit una relacié anomenada congruéncia de
segments, que compleix els axiomes segiients:

AxioMA IIL.1. Donats dos punts diferents A i B i un tercer punt A’ (que
pot coincidir amb algun dels anteriors) i donada una semirecta r' d’origen A’,
existeiz un unic punt B' sobre r’ tal que el segment AB és CONGRUENT amb
el segment A'B’ (escriurem simplement AB = A'B’).

De moment no sabem si AB = AB.
AxiomA 111.2. Si A'B'= AB 1 A"B" = AB llavors A’B' = A"B".

Com una primera conseqiiencia d’aquests axiomes es dedueix facilment que
la congruencia de segments és una relacié d’equivalencia:

Reflexiva: AB = AB pels axiomes II1.1 i I11.2.

Simetrica: Si AB = CD, com també CD = CD, per 'axioma III1.2
tenim CD = AB.

Transitiva: Si AB = CD i CD = EF també tenim, per la propietat
simetrica, que FF = CD i utilitzant novament I11.2 tenim AB = EF.

AxioMA II1.3. Siguin AB i BC segments sobre una recta r, sense punts

interiors comuns. Siguin A'B" i B'C" segments sobre una recta v’ sense punts
interiors comuns. Si AB = A'B’ 1 BC = B'C’ llavors AC = A'C".
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Observeu que si, en les mateixes hipotesis tenim AB = A’'B' i AC = A'C'
llavors també és BC' = B'C".

En efecte, per axioma III.1 existeix un tinic C” sobre la semirecta d’origen
B’ que conté (', tal que BC' = B'C”, llavors per axioma I11.3, AC = A'C" que
juntament amb AC' = A’C’ i la unicitat déona C" = C” i per tant BC' = B'C".

Aquest axioma ens permetra doncs sumar i restar segments.

Per poder sumar i restar angles, de manera semblant a com ho fem amb

els segments, necessitem també suposar que tenim una certa relacio entre ells,
anomenada congruencia d’angles, que compleixi els axiomes segiients:

AxioMA II1.4. Suposem donats un angle ﬂ una recta r' i un costat del
pla determinat per r’. Sigui h' una semirecta de v’ amb origen O'. Euxisteix

llavors una unica semirecta k' d’origen O tal que ’angle h,k és congruent a
Uangle b/, k' (escriurem tan sols h,k = W', k') i tal que els punts interiors de
N, k' estan en el costat del pla prefixat respecte a r'.

—_—

A mésh,k=h,k.

Aquest axioma es resumeix dient que tot angle pot ésser aplicat de manera
lnica a un costat donat d’'una semirecta donada.

Finalment, el segiient axioma ens relaciona la congruencia d’angles amb la
congruencia de segments (fig. 1.5).

C ¢

Figura 1.5
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Axioma IIL.5. Siguin A, B i C tres punts no alineats i A’, B i C' tres
punts més tampoc alineats. Si AB = A'B'; AC = A'C' 1 BAC = B'A'C",
llavors ABC = A’B'C" i ACB = A'C'B'.

Aquest axioma ens permetra demostrar que la congruencia d’angles és una
relacié d’equivalencia.

1.5. Algunes conseqiiencies dels grups d’axiomes I, II i III.
Geometria Absoluta

Per Geometria Absoluta s’entén tota la serie de resultats que s’obtenen a
partir dels axiomes d’incidencia, ordre i congruencia.

Comencem pel teorema que expresa que la congruencia de segments manté
la relacio d’estar entre.

TEOREMA 1.3. Siguin A, B i C tres punts alineats i A’, B',C" tres punts
també alineats. Suposem AB = A'B' 1 AC = A'C'. Si B esta entre A i C, i
B’ és al mateix costat que C" respecte a A', llavors B’ esta entre A" 1 C".

DEMOSTRACIO. Aplicant 'axioma II1.1 als punts B, C' i la semirecta d’o-
rigen B’ que no conté A’ existeix un unic punt C* sobre aquesta semirecta
tal que BC = B'C*. Aplicant ara III.3 tenim que AC = A'C* i per tant
A'C' = A'C*. Com que C" i C* sén al mateix costat de A, per unicitat tenim
C' = C*. Com B’ estava entre A’ i C*, ja hem acabat. O

La figura formada per tres punts no alineats i els tres segments que deter-
minen es diu triangle.

DEFINICIO 1.4. Direm que el triangle ABC' és congruent al triangle A'B'C’
(i escriurem NABC = ANA'B'C') si i només si AB = A'B', AC = A,
BC=B(C,A=A" B=B,C=(C".

Observeu que per abus de llenguatge hem escrit A en lloc d’angle BAC , B
en lloc d’angle ABC), etc.

TEOREMA 1.4 (Criteri C.A.C., costat-angle-costat). Si en els triangles
ABC i A'B'C’" es compleirt AB = AB', AC = A'C', A = A, llavors el
triangle ABC' és congruent al triangle A'B'C".
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B B’

Figura 1.6

DEMOSTRACIO. Per I'axioma IIL.5, B = E’, C = C'. Per tant tan sols
hem de comprovar BC = B'C’. Apliquem l'axioma III.1 al segment BC
i a la semirecta d’origen B’ que conté C’. Existeix un tnic punt D’ sobre
aquesta semirecta tal que | BC = B’ D’ (fig. 1.6). Aplicant ara [ IT1.5 als triangles
ABC, AB'D’ tenim BAC = B'A'D'. Perd per hipotesi BAC = B'A'C'. Per
la unicitat expressada a II1.4 les semirectes d’origen A’, A’C" i A’D’ han de
coincidir. Aixi, D' és a les rectes A'C" i1 B'C" i per tant D’ = C’, que juntament
amb BC = B'D’ acaba la demostracio. O

Observeu que no s’han utilitzat (perque encara no han estat demostrades)
ni la propietat simetrica ni la propietat transitiva de la congruencia d’angles.

TEOREMA 1.5 (Criteri A.C.A., angle-costat- angle) Si per als triangles

ABC, AB'C’" es compleix AB = A’B’ A=A iB= B’ llavors AABC =
AA’B .

DEMOSTRACIO. Tan sols hem de demostrar que BC' = B'C’, car llavors ja
podrem aplicar el criteri C.A.C. (fig. 1.7).

Sigui D’ I'tnic punt de la semirecta d’origen B’ que conté C’ tal que BC' =
B'D’ (axioma III.1).

Pel criteri C.A.C. aplicat als triangles ABC', A’B’'D’, tenim BAC=BAD'.
Perd BAC = B'AC! per hipotesi, per tant per la unicitat expressada a I11.4 les
semirectes d’origen A’, A’/C" i A’D’ han de coincidir. Aixo implica, com en el
teorema anterior, que D'=C" i per tant BC'=B’C’ com voliem demostrar. [
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B B

C C
A A

Figura 1.7

El segiient teorema afirma per als angles el mateix que 'axioma II1.3 per
als segments.

TEOREMA 1.6. Siguin h, k, l i h', k', I semarectes d’origens O i O' respec-

twament Suposem que. [ és mtemor al cmgle h k i Uinterior a l’angle ﬁ
Szh 1=hl zl k_l’ K, llavorsh k_h’ K.

DEMOSTRACIO. Per I11.4 existeix una semirecta k” d’origen O’ situada en
el semipla de b’ que conté k' tal que h, k = h'k".

Figura 1.8

Prenem ara A € h, B € k isigui C la interseccié de la semirecta [ (interior
a l'angle) amb el segment AB. Prenem a continuaci6 A’ i B’ sobre h' i k”
respectivament tals que OA = O’'A"1 OB = O'B"” (fig. 1.8). Pel criteri C.A.C.
aplicat als triangles OAB i O'A’B” resulta AB = A'B’.
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Sigui ara C” 'inic punt de la semirecta d’origen A" que conté B” tal que
AC = A'C" (axioma II1.1).

Afirmem ara que C” € I’. En efecte, pel Teorema 1.3, C” esta entre A’
i B”. Pel comentari posterior a I'axioma III.3, restant segments, resulta que
BC = B"C".

Com que el triangle OAB és congruent al triangle O’ A’B” tenim OAC =
O'A'C" i OBC = O'B"C". Aplicant el criteri C.A.C. als triangles OAC' i
O'A'C" tenim AOC = AO'C". Perd aixd implica, utilitzant I11.4, que C" € I’
com haviem afirmat.

Per altra part, af aplicant el criteri C.A.C. als triangles OBC'i O’ B” C” resulta
que COB = C"O'B B" que  juntament amb l'anterior ens diu que l k= l’ k",
Com per hipotesi teniem l k= l’ k', resulta, per II1.4, que les semirectes k' i
k" coincideixen, cosa que acaba la demostracié. O

—_—

Observeu que si en | les mateixes hipotesis tenim h l=h,I'"ihk= W
llavors també l k= l’ k'

En efecte, per II1.4 existeix una semirecta k” d’origen O’ situada en el
semipla de I que conté k' tal que l/,7<: = ZTE” llavors, pel teorema ﬂ = h/,ﬁ
i per unicitat &' = k", com voliem. Podem, doncs, restar angles.

El teorema segiient és l’analeg, per a angles, del Teorema 1.3 (i.e. la con-
gruencia d’angles manté la relacié d’estar entre).

TEOREMA 1.7. Siguin h, k, I i b/, k' I' semirectes d’origens respectius O
i O'. Suposem k interior a [’angle m i que les semirrectes k' il son a un
mateir costat de la recta determinada per h’ Si h,k = W 1 i?,\l = h/’,\l’,
llavors la semirecta k' és interior a l’angle h’ I

DEMOSTRACIO. Prenem punts A, C sobre h i [ respectivament i punts
A’, C" sobre h' i I’ respectivament, de manera que OA = O’'A" 1 OC = O'C'
(fig. 1.9).

Sigui B el punt d’intersecci6é de k amb el segment AC' i sigui B’ I'tinic punt
de la semirecta d’origen A’ que conté C’ tal que AB = A’B’. Pel Teorema 1.3,
B’ esta entre A’ i C’. Aplicant el criteri C.A.C. als triangles OAC i O'A’C" re-

sulta que OAC = O'AIC! , cosa que permet aplicar novament el criteri C.A.C.,
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Figura 1.9

aquest cop als triangles AOB i A/O'B’, i deduir AOB = AO'B , congruencia
que implica B’ € k' i per tant, pel Teorema 1.2, que k' és interior a l’angle
k.1’ com voliem demostrar. O

TEOREMA 1.8 (Crlterl del triangle isosceles). Si en el triangle ABC' tenim
CA = CB, llavors A=B.

DEMOSTRACIO. Podem aphcar I11. 5 als triangles CAB i CBA, car ter tenim
C’A CB,CB=CAy ACB = BCA. Aixd implica directament CAB =
CBA, com voliem (fig. 1.10).

O

Observeu que, per la propietat simetrica de la congruencia de segments,
també tenim B = A.

TEOREMA 1.9 (Criteri C.C.C., costat-costat-costat). Si en els triangles
ABC, AB'C" es compleixt AB = A'B', AC = AC" i BC = B'C’, llavors
NABC = ANA'B'C'.

DEMOSTRACIO. Per I11.4 existeix una semirecta r d’origen A’ i del mateix

costat que B’ respecte a la recta A'C’ tal que CAB = c@q, on Bj és un
punt de r tal que A’B’ = A'Bj (fig. 1.11).
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C
A
B
Figura 1.10
4 A
C ¢ B
B
B/
r
Figura 1.11

Pel criteri C.A.C. aplicat als triangles ABC' i A’BjC" tenim

CB=C'B;.

(1.1)
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Novament per II1.4 existeix una semirecta s d’origen A’ del costat oposat
de B’ respecte a la recta A'C” tal que C"A'B} = C'A’'B}, on B}, és un punt de
s tal que A’'By = A'B), (fig. 1.12).

A:

Figura 1.12

Pel criteri C.A.C. aplicat als triangles A'C'B] i A'C'B), tenim
ByC' = C'Bj. (1.2)

De (1.1) i (1.2) es dedueix B5C' = C'B’ i per tant (Teorema 1.8) C@’ =
Cﬁ?’\Bé Pel mateix teorema també A’/BQ\B’ = A’/B’\Bé Del Teorema 1.6 i la
observacié que el segueix (no és clar que la recta B’ B} sigui interior a I’angle
A’/BQ\C’) es dedueix que f@Q\C’ = ABC'. Aixd permet aplicar el criteri
C.A.C. als triangles f@’ i AC'D per a deduir-ne que @é =CAD.

Analogament es demostra que @é = @{, ja que el triangle C'B), B}
és isosceles. Aixo diu que @1 és, no solament congruent, sind igual
(Axioma II1.4) a 'angle C'A'B'.

Per tant CAB = C"A'B' i podem aplicar ja el criteri C.A.C. als triangles
ABC i A'B'C', cosa que demostra el teorema. O

Com que la congruencia de segments és simetrica també hem demostrat
que AA'B'C' = NABC.
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Aquest teorema ens permet demostrar la transitivitat i, com a corollari, la
simetria de la congruencia d’angles:

TEOREMA 1.10. Si ﬂ = h/’,P 1 i?,\k = h/”,F, llavors m = W

DEMOSTRACIO. Denotem els vertexs de ﬂ, m i W per O, O'1 0"
respectivament. Fixem un punt A sobre h i un punt B sobre k. Sabem que
existeixen llavors punts A’, B’, A”, B” sobre I/, k', h”, k" respectivament tals
que OA=0O'A, OB=0'B', 0A=0"A", OB = 0"B". D’aqui es dedueix
AB = A'B'i AB = A”B". Per la transitivitat de la congruencia de segments
tenim A'B’ = A"B", O'A' = O"A” i O'B’ = O"B"”, cosa que implica, pel
criteri C.C.C. que m = W 0

De la propietat reflexiva de la congruencia d’angles i d’aquest resultat se’n
dedueixen trivialment les propietats simetrica i transitiva. Es a dir, la con-
gruencia d’angles és una relacié d’equivalencia.

Aquests 10 teoremes, de demostracions delicades pel fet que s’ha de recérrer
constantment als axiomes, formen ja una base prou solida per a anar desenvo-
lupant bastant agilment els altres resultats de la Geometria.

1.6. Més conseqiiencies dels grups d’axiomes I, 1T i ITI

DEFINICIO 1.5. Dos angles amb vértex comi, un costat comi i tals que els
altres dos costats formen una linia recta es diuen adjacents. Dos angles amb
vertex comu tals que els seus costats formen linies rectes dos a dos, es diuen
oposats pel vertex.

Observem que un angle m té dos angles adjacents: el format per h i la
semirecta oposada a k i el format per k i la semirecta oposada a h.

TEOREMA 1.11. Si dos angles son congruents, els angles adjacents corres-
ponents també ho son.

DEMOSTRACIO. Sigui ﬂ = m siguin O 1 O’ els vertexs respectius.
Fixem punts A, B sobre h i k respectivament i C' sobre la recta OA de manera
que O estigui entre C i A. Per III.1 existeixen punts A, B’ sobre h' i k'
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o

Figura 1.13

Figura 1.14

respectivament i C” sobre la recta O’ A’ de manera que O’ estigui entre C’ i A’
tals que OA=0'A', OB=0'B'i OC = O0'C’ (fig. 1.14).

Per II1.3, AC' = A'C". Pel criteri C.A.C., AB = A'B'i OAB = O'A'B.
Per tant AABC AA'B'C"ien partlcular BC’ B'C’". Pel criteri C.C.C.,
ABOC=AB'O'C’ i en particular BOC=B0C C'", com voliem demostrar. D

Observeu que la demostracié continua essent certa si en lloc de prolongar la
semirecta OA prolonguem la semirecta OB. Per tant, els dos angles adjacents
a un angle donat sén congruents.

TEOREMA 1.12. Angles oposats pel vértex son congruents entre ells.

DEMOSTRACIO. Denotem per h’' i k' les prolongacions de les semirectes
d’un cert angle donat h, k (fig. 1.15).
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k

k)

Figura 1.15

Com que ﬂ’ = h/,E’ , pel Teorema 1.11, ﬂ = m com es volia demostrar.
O

DEFINICIO 1.6. Un angle congruent amb el seu adjacent es diu RECTE.

Abans d’estudiar-ne les seves propietats comprovem que efectivament exis-
teixen angles rectes. Per aiib\ partim d’un angle h, % i construim, utilitzant
com sempre II1.4, un angle k, b/ congruent amb ’anterior sense punts interiors
comuns i amb el mateix vertex O que h, k.

/2 k

Figura 1.16

Fixem llavors punts A SOblE_\h i B sobre b’ amb OA = OB. Si O pertany
al segment AB el propi angle h, k és ja recte.

En cas contrari, AB talla la semirecta k (fig. 1.16) o bé la seva comple-
mentaria (fig. 1.17).
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k

Figura 1.17

En el primer cas, aplicant per exemple el criteri C.A.C. als triangles O AM
i OBM, s’obté BMO = OMA i per tant aquest angle és recte.

En el segon cas, el Teorema 1.11 asegura BOM = MOA, i a partir d’aqui
la demostracié és com en el cas anterior.

El teorema segiient figurava com el quart postulat d’Euclides.
TEOREMA 1.13. Tots els angles rectes son congruents.

—_— —_—
DEMOSTRACIO. Siguin h, k i b/, k' angles rectes de vertexs respectius O i

O’ i siguin /f/,E 1 m el seus adjacents (h; i b} son les semirectes oposades a
h i k' respectivament) (fig. 1.18).

Figura 1.18

Per I11.4 existeix una tunica semirecta k” d’origen O’ del mateix costat de
h que k' tal h,k = N, k". Si k' = k" ja hem acabat. Si no, pot ésser que sigui
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. . — . . — N . .
interior a A/, k' o interior a h),k’. Perd ambdues suposicions ens portaran a
contradiccio. La demostracié és analoga en tots dos casos i per tant estudiarem

tan sols el cas en que k” és interior a W
Per II1.4 existeix una tnica semirecta kf d’origen O’ del mateix costat de
! que k' tal B/ k" = by, k] (fig. 1.19).

kY B )%

§

h 0 W

Figura 1.19

Pel Teorema 1.7, kY és interior a fm . Pel Teorema 1.11, com que h/,T{: =

—

ﬁ’ , resulta que iﬂ = hl,k”. Pero, i finalment, per tractar-se d’angles
rectes,

L — 1 Lo— 7 i — Bt 0
— — b =
hi,k=hk=NE =hi K,
—_— —_—
d’on es dedueix b}, k" = hi, k] i per tant k” = kY, en contradiccié amb el fet
iy S
d’ésser k" interior a A/, k' i kY, interior a A, k'.

Per tant 1'inica possibilitat és k' = k", cosa que acaba la demostracié. [

Si I'angle ﬂ és recte, es diu que les semirectes h, k (o les rectes que de-
terminen) sén perpendiculars.

A les demostracions que segueixen, si el context és prou clar, no citarem ja
els axiomes que estiguem utilitzant.

DEFINICIO 1.7. Un punt O de la recta determinada per dos punts A i B
és punt mig del segment AB si AO = OB.

TEOREMA 1.14. Per a cada segment existeix un unic punt mig. Aquest
punt €s un punt interior del segment.
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DEMOSTRACIO. Donat el segment AB prenem un punt qualsevol M no

alineat amb A i B. Existeix llavors un tnic punt N tal que MAB = @,
MA = BN i M i N situats a semiplans diferents respecte a la recta AB.

M

Figura 1.20

Sigui O el punt d’interseccié de la recta M N amb la recta AB (fig. 1.20).

Si les rectes AM i NB es tallessin (més endavant es demostrara que aixo
no pot passar) elegim M entre A i el punt d’interseccié. Aixi ens assegurarem
que A#0iB#O0.

Observem ara que O és interior al segment AB. Per aix0 suposem que esta

a la dreta de B (i.e., B estar entre A i O) i apliquem Pasch al triangle OM A
(fig. 1.21).

N

Figura 1.21



22 1. GEOMETRIA ABSOLUTA

Larecta BN talla el segment AO pero no talla ni el segment OM (les rectes
tindrien dos punts en comi) ni el segment AM (per 1'observacié anterior). Per
tant O és interior al segment AB.

Aplicant el criteri C.A.C. als triangles ABM i ABN tenim AN = MB,
congruencia que ens permet aplicar el criteri C.C.C. als triangles AMN i MNB

i deduir AMN = MNB.

Aplicant ara el criteri A.C.A. als triangles M AO i OBN obtenim AO = OB
i O és punt mig.

Passem ara a demostrar la unicitat. Suposem que Oq, i O s61n punts mitjos
del segment AB. Sense perdre generalitat podem suposar Oy entre O; i B.

Apliquem llavors el Teorema 1.3 a les ternes A, Oy, Oy i B, O, Oy cosa
que es pot fer doncs AO; = BO; i AOy = BO2. Se’n dedueix directament que
O, esta entre B i Oy en contra de la hipotesi que hem fet. O

TEOREMA 1.15. Tot angle es pot dividir de manera unica per la meitat.

DEMOSTRACIO. Donat I’angle ﬂ de vertex O, s’agafen punts A i B sobre
h i k respectivament amb OA = OB. Sigui C el punt mig del segment AB.
Pel criteri C.C.C., els triangles AOC' i BOC sén congruents, i en particular

A0C = @, i.e., la recta OC' divideix m per la meitat.
La unicitat es despren de la unicitat del punt mig d’un segment. U

La semirecta per 'origen d’un angle i que el divideix per la meitat, es diu
bisectriu.

La recta que passa pel vertex d'un triangle i és perpendicular al costat
oposat es diu altura del triangle relativa a aquest vertex.

La recta que passa pel vertex d’un triangle i pel punt mig del costat oposat
es diu mitjana.

Repetint la demostracié del Teorema 1.15 tenim el resultat segiient.

TEOREMA 1.16. En un triangle isosceles la mitjana a la base és altura i
bisectriu de l’angle al vertex.

DEMOSTRACIO. Si ABC' és el triangle isosceles de base BC' (AB = AC) i
O és el punt mig de la base, els triangles AOB i AOC' s6n congruents (criteri
C.C.C.). El teorema és llavors immediat. O
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A

A}

Figura 1.22

TEOREMA 1.17. Des de cada punt exterior a una recta donada es pot tracar
una unica perpendicular.

DEMOSTRACIO. Sigui A un punt que no pertany a la recta r. Sigui P un
punt arbitrari de r. Existeix un tnic punt A’ situat en el costat de r que no
conté A, tal que PA = PA’ i tal que 1@ = @, on () és un punt fixat
qualsevol de r diferent de P.

Sigui M el punt d’intersecci6 entre r i el | segment AA" AA’. Pel criteri C.A.C.
aplicat als triangles APM i A’PM obtenim AMP = AMP i per tant la recta
AA’ és la perpendicular buscada (fig. 1.22).

Per demostrar la unicitat suposem que des del punt A hem tracat dues
perpendiculars AB 1 AC alarectar (B € r, C' € r). Existeix A" sobre la recta
AB, de l'altre costat de r tal que AB = BA’ (fig. 1.23).

Aplicant el criteri C.A.C. als triangles ABC i A’BC' tenim ACB = BCA'.

Com que ACB és recte, BCA ha de ser el seu adjacent i per tant les rectes AC
i A’C coincideixen. Com que A i A" determinen una unica recta, B = C. [

TEOREMA 1.18. Des de cada punt sobre una recta donada es pot aixecar
una unica perpendicular.
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A

A)

Figura 1.23

DEMOSTRACIO. Sigui P € r i A un punt arbitrari fora de r. Existeix un
unic punt B, del mateix costat de r que A, tal que PA = PB i tal que I'angle
entre AP i r sigui congruent amb 'angle entre BP i r (fig. 1.24).

\/3

P r

A

Figura 1.24

El triangle APB és isosceles i la mitjana a la base és la perpendicular
buscada, com es despren del Teorema 1.6 i del fet d’ésser bisectriu de APB. [

Per a poder enunciar el teorema segiient comentem previament que tant
per a angles com per a segments té sentit la comparacié major que (>) o menor

que (<).
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DEFINICIO 1.8. Direm ﬂ > m si @ només si existeix k" interior a ﬂ,
tal que W', k' = h,k". Direm AB > CD si i només si existeiz E entre A i B
tal que AE = CD.

TEOREMA 1.19. L’angle exterior d’un triangle és més gran que cada un
dels interiors no adjacents.

DEMOSTRACIO Sigui donat el triangle ABC’ i denotem per 'Y angle ad-

jacent a C (fig. 1.25). Demostrarem tan sols > B car el cas C' > A és
totalment analeg.

A} -
B =

0 ////

// .
_— G
\
A C
Figura 1.25

Sigui O el punt mig del costat BC. Sobre la recta AO determinem A’ tal
que AO = OA'. Pel Teorema 1.12 i el criteri C.A.C. aplicat als triangles AOB

i OA'C obtenim OCA =

Observeu a continuacié que A’ és un punt interior a C’ i que per tant
' > B. 0

En particular, se’'n despren que en tot triangle almenys dos angles sén
aguts.

TEOREMA 1.20 (Criteri A.A.C,, angle angle- costat) Si en els triangles
ABC, A'B'C' es compleix A = A’, B B i BC = B’C’ llavors NABC =
NA'B'C".

DEMOSTRACIO. Sigui D el punt sobe la semirecta d’origen B que conté
A tal que BD = B'A’. Si D = A hem acabat. En cas contrari, com que
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els triangles BDC' 1 A’B’C" s6n congruents tenim BDC = A , en contradiccio
amb el Teorema 1.19. O

TEOREMA 1.21. En tot triangle a major costat li correspon major angle i
reciprocament.

DEMOSTRACIO. Suposem donat un triangle ABC i denotem per a, b i c
els costats oposats als vertexs A, B i C respectivament (fig. 1.26).

Figura 1.26

Suposem a > b. Per definici6 vol dir que existeix un D de a tal que b = DC'.
Pel Teorema 1.8, CAD = ADC. Pel Teorema 1.19, ADC > B. Com que la
recta AD és interior a ’angle A resulta, per definicié que A>ADC. Com que
la relacié major que és clarament transitiva, tenim A>B , cosa que acaba la
primera part de la demostracio.

Suposem ara A > B. Hem de demostrar que a > b. Ho farem per I'absurd,

és a dir suposarem a < b o a = b. Existeix llavors un punt D sobre el segment
AC (posr51blement igual a A) tal que a = = DC (fig. 1.27). Pel Teorema 1.8,

CBD = BDC’ Pel Teorema 1.19, BDC > A. Per ser BD interior a I’angle
B tenim B > C’BD d’on B > A, contradiccié. O

TEOREMA 1.22. La perpendicular és més curta que qualsevol obliqua.
DEMOSTRACIO. Sigui A un punt exterior a la recta r. Siguin B i C' punts
sobre r tals que AB és perpendicular a r (fig. 1.28).

Com que B és recte, pel Teorema 1.19 tenim B > 6, d’on es dedueix,
utilitzant ara el Teorema 1.21, que AC > AB. U
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A
D

Figura 1.27

A

™

B C

Figura 1.28

TEOREMA 1.23. Cada costat d’un triangle és més petit que la “suma’dels

altres dos i major que la “diferéncia”.

DEMOSTRACIO. Donat el triangle ABC' tracem la perpendicular des de A

a la recta BC. Tenim tres possibilitats:

i) La perpendicular coincideix amb la recta AB (fig. 1.29). Llavors, pel
Teorema 1.22, BC' < AC'i en particular BC' és més petit que la suma dels
altres dos (per suma entenem el segment que s’obté al posar un costat

alineat i a continuaci6 de 'altre).

A

Figura 1.29

27
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ii) La perpendicular no talla el segment BC' (fig. 1.30).
A

N~

B C

Figura 1.30

Si O és el peu de la perpendicular, tenim BC' < OC i OC < AC' pel

Teorema 1.22. En particular BC' és més petit que la suma dels altres dos.

iii) La perpendicular talla el segment BC (fig. 1.31). Si O és el peu de la

perpendicular tenim OB < AB i OC < AC' pel Teorema 1.22. Sigui ara

A’ el punt sobre la recta BC, en el mateix costat que C' respecte a B,

tal que BA = BA’. Transportem a continuaci6 AC sobre la semirecta

d’origen A’ que conté C'. Existeix un unic punt C’ en aquesta semirecta

tal que AC = A'C’. Ara és facil veure, a partir de les relacions anteriors,

que C' és interior a BC" i per tant el costat BC' és més petit que la suma
dels altres dos.

A

B O C

Figura 1.31

La segona part del teorema, que fa referencia a la diferéncia de segments
(i per diferéncia entenem el segment que s’obté al posar el menor a continuacié
del major pero en sentit contrari, i.e. amb punts interiors comuns) es dedueix
facilment de 'observacié que a < b+ ¢ implica a — ¢ < b, on els signes + i —
s’han d’interpretar ara com la suma i diferéencia de segments que acabem de
definir. O
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Una de les definicions més importants, degut a la transcendencia que poste-
riorment tindria, és la segiient:

DEFINICIO 1.9. Dues rectes sense punts comuns es diuen paralieles.

TEOREMA 1.24. Si la recta t talla les rectes r i s formant angles alterns
interns iguals, llavors r i s son paralileles.

DEMOSTRACIO. Suposem que les rectes r i s es tallen en un punt O i siguin
A1 B els respectius punts d’interseccié amb ¢ (fig. 1.32).

Figura 1.32

Sigui A" un punt arbitrari de r situat al costat oposat de O respecte a A.
Per hipotesi A’AB = ABO, en contradiccié amb el Teorema 1.19. U

TEOREMA 1.25. Rectes perpendiculars a una tercera son paralileles entre
elles.

DEMOSTRACIO. Conseqiiéncia del teorema anterior. 0

TEOREMA 1.26. Per cada punt exterior a una recta hi passa almenys una
recta parallela a aquesta.

DEMOSTRACIO. Sigui P el punt exterior a la recta r. Tracem la perpendi-
cular s de P a r i a continuacié la perpendicular ¢ a s per P (Teoremes 1.17 i
1.18). Les rectes r i t s6n perpendiculars a s i per tant, pel teorema anterior,
son paralleles. O
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S’ha de remarcar molt que aquest teorema demostra l’existencia pero no
la unicitat de rectes paralleles a una recta donada.

De fet, la unicitat no es despren pas dels tres grups d’axiomes que estem
considerant, com es veura més endavant.

1.7. Continuitat

Degut a 'axioma II.1 les propietats dels nombres reals que fan referencia
a la relacié d’ordre passen automaticament a ésser propietats dels punts de la
recta. Una de les més importants és la segiient:

PRINCIPI DE DEDEKIND. Si dividim el conjunt dels nombres reals R en
dues classes no buides de manera que tot element de la primera classe sigui
més petit que tot element de la seqgona classe, llavors o bé la primera classe té
un element maxim o bé la seqgona classe té un minim.

Que la classe tingui un maxim (o un minim) vol dir que hi ha un element
d’aquesta classe més gran o igual (resp. més petit o igual) que tots els elements
de la classe.

Utilitzant aquest principi, tot canviant nombres reals per punts de la recta,
podem demostrar com a teoremes els axiomes del grup IV de Hilbert (axiomes
de continuitat).

TEOREMA 1.27 (Arquimedes). Siguin AB i C'D segments. Sobre la recta
AB existeiz un nombre finit de punts Aq,---, A,, situats de manera que A;
esta entre A;_1 1 Ajr1 (amb A = Ag) tals que A; Ay és congruent a C'D per
a tot i, 1 B esta entre A i A,,.

DEMOSTRACIO. Raonarem per absurd. Aixd vol dir que hi ha una suc-
cessié infinita de segments congruents AA; = A1Ay = -+ = A, A = -
amb A; entre A; 1 i A;11 a l'interior del segment AB.

Suposem que a 'ordenacié de la recta (per una de les bijeccions ¢: r — R
de l'axioma II.1) ¢(A) precedeix ¢(B), i dividim els nombres reals en dues
classes: la primera classe esta formada per aquells punts anteriors a algun
©(A,). La segona pels restants. Aquestes clases compleixen les hipotesis del
principi de Dedekind, car:
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i) Sén no buides. En efecte, qualsevol ¢(A;) és de la primera classe i ¢(B)
és de la segona. A més tot nombre real esta a una i només una d’aquestes
classes.

ii) Tot element de la primera classe precedeix tot element de la segona.

Per tant existeix un punt C' de la recta tal que ¢(C') és maxim de la primera
classe o minim de la segona. Clarament no pot ésser maxim de la primera i
per tant és minim de la segona.

Per II1.1, existeix D anterior a C' tal que CD = AA;. Com que (D) ha
d’ésser de la primera classe, existeix (per conservar ¢ la relacié estar entre) A,
interior al segment C'D, i llavors A, ha d’estar a la dreta de C' (conseqiiencia
d’aplicar el Teorema 1.3 a les termes A,, A,+y1, C'1 C, D, A,) cosa que és
una contradiccio. U

TEOREMA 1.28 (Cantor). Sobre una recta arbitraria donem segments
A;B;, i = 1,2,---, cada un interior al precedent. Suposem que donat un
segment arbitrari, existeix n tal que A, B, €s més petit que el segment donat,
llavors existeix un unic punt C de la recta tal que C pertany a A;B;, per a
tot 1.

DEMOSTRACIO. Fixem una ordenacié ¢: r — R a la recta i suposem que
©(A,,) precedeix sempre ¢(B,,). Aixo ho podem fer canviant si cal A; per B;
ja que els segments A;B; i B;A; son el mateix. Dividim els nombres reals en
dues classes: la primera classe formada pels nombres que precedeixen algun
©(A,) (i també per tant (A, 1), 9(Ani2), -+ ) i la segona pels restants. Es
compleixen les hipotesis del principi de Dedekind, car:

i) Sén no buides. En efecte, qualsevol p(A;) pertany a la primera classe i
qualsevol ¢(B;) a la segona. A més tot nombre real esta una i només una
d’aquestes classes.

ii) Tot punt de la primera classe precedeix tot punt de la segona.

Per tant existeix un punt C' de la recta tal que ¢(C') es minim de la segona
classe (és evident que la primera classe no té maxim). Per tant ¢(C') és poste-
rior a tots els ¢(A;) i anterior a tots els ¢(B;). Aixo implica C' € A; B; per a
tot ¢. La unicitat és ara senzilla. O
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1.8. Mesura de segments i mesura d’angles

DEFINICIO 1.10. Suposem que a cada segment li fem correspondre un nom-
bre real positiu de manera que

i) A algun segment OO’ li correspon 1'1.
ii) A segments congruents corresponen nombres iguals.
i11) Si B és un punt del segment AC' 1 als segments AB i BC' els hi corresponen
respectivament els nombres a i b, llavors al segment AC li correspon el
nombre a + b.

Llavors aquest nombre que associem a cada segment es diu longitud del
segment i el segment OO’ es diu unitat de mesura.

A continuacié veurem 1’existéncia i unitat d’una longitud. Comencem per
la unicitat. Es a dir, hem de veure que només pot haver-hi una correspondencia
entre nombres i segments que compleixi les tres condicions de la definicié an-
terior.

Observem primerament que, degut a iii), si AB > C'D llavors la longitud de
AB és més gran que la longitud de C'D. Per altra part, degut al Teorema 1.14,
la unitat de mesura OO’ es pot dividir per la meitat. Degut novament a iii)
cada una d’aquestes meitats té longitud 1/2. Aquest procés es pot continuar
i anem obtenint segments de longitud 1/22,1/23, ---

Considerem ara un segment arbitrari AB. Construim sobre la recta AB,
a partir de A i en el sentit de B, segments AA;, AjAs,--- congruents a OO’.
Si algun dels punts A,, coincideix amb B, per iii), el segment AB té for¢cosament
longitud n. Si cap A; coincideix amb B existira, pel principi d’Arquimedes
(Teorema 1.27), un n tal que B estara entre A, i A, 1. Aix0 ja ens diu que la
longitud de AB haura de ser un nombre real compres entre n i n + 1.

Sigui ara P; el punt mig de A,A,,1. Segons que B coincideixi amb P,
estigui entre A, i P; o entre P, i A, 11 tindrem que la longitud de AB sera
igual a n+1/2, estara entre n i n+1/2 o entre n+1/2 i n+ 1 respectivament.

Aix0 ja ens déna la longitud de AB amb precisié 1/2. Continuant ara
aquest procés de dividir per la meitat podrem calcular la longitud de AB amb
error menor que 1/2" és a dir amb precisié tan petita com vulguem. Aixo
prova la unicitat de la longitud.
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De fet, sera convenient pel que seguira representar el valor de la longitud
de AB per una expressio de la forma

n,ningmng - - -

on n és un nombre enter que representa el nombre de vegades que la unitat de
mesura cap a AB, ny és 1 0 0 segons si AB conté o no, a més de les n unitats,
una meitat d'unitat, ns és 1 o 0 segons que AB contingui o no, a més de n
unitats i n; meitats d’unitats, una quarta part d’unitat, etc.

0, A A, o

Figura 1.33

Passem ara a demostrar ’existencia de la longitud, és a dir a demostrar que
podem associar un nombre real a cada segment de manera que es compleixi i),
i) i iii).

Per a aixo associem a cada segment el nombre real que s’obté del procedi-
ment de mesura que acabem d’explicar. Aixo compleix i) per construccié i ii)
com a conseqiiencia del Teorema 1.3.

Per a demostrar iii) utilitzarem dos lemes:

LEMA 1.1. Donat un segment arbitrari PQ), sempre existeixz un nombre
natural n tal que en dividir la unitat de mesura en 2™ parts iguals s’obtenen
segments menors que PQ).

DEMOSTRACIO. Sigui A el punt mig de la unitat de mesura OO’. Suposem
que OA > PQ i AO’ > PQ (siné ja hauriem acabat). Existira llavors un punt
O; de OA tal que PQ = OOq, i un punt A; de AO’ tal que PQ = AA,.

Fixem ara O, a partir de O en la direccié de A tal que O105 = PQ. Com
que A esta entre O11 Ay, 0105 = A1 A1 O1A; = A10q, tenim, pel Teorema 1.3
aplicat a les ternes Ay, A, O 1 01,04, Ay, que O, esta entre O i Ay, i per tant
és anterior a O’.
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Resumint, si en dividir la unitat de mesura en dues parts, cada una d’elles
és més gran que PQ, en construir dos segments 007, O105 congruents a P(),
amb O; entre O i Oy, no arribem al punt O'.

Per tant, i raonant per I’absurd, si per tot n en dividir OO’ en 2" segments
congruents 0;0;,1, amb O; entre O;_1 1 O;, O = Oy, tots ells séon > PQ),
repetint el segment PQ) 2" vegades a partir de O en direccié O', no superarem
el punt O’. Aix0 esta en contradiccié amb el principi d’Arquimedes i per tant
el lema queda provat. O

Observeu que aquest lema implica en particular que l'expressiéo binaria
n,ning, - -- que representa la longitud d'un segment AB, no pot ésser mai
infinita amb n; = 1 a partir d’un cert lloc.

Aixo és molt important a ’hora de comparar expressions binaries ob-
tingudes en el procés de mesurar segments: Si dues d’aquestes expressions
binaries coincideixen fins a un cert ordre i en el segiient la primera té un 0 i la
segona 1, es pot afirmar que la primera és més petita que la segona (aixd no
seria cert si consideréssim expressions binaries arbitraries, i.e. successions de
zeros i uns identificant n,nyny--- amb n+ ). 1/2™ car llavors per exemple,
1,1100--- 11,1011 - - - representen el mateix nombre).

LEMA 1.2. Siguin AB i C'D segments tals que AB < C'D. Si pel procés de
mesura que estem considerant, al segment AB i correspon el nombre real a i
al segment C'D el nombre real c, llavors a < c.

DEMOSTRACIO. Sigui B’ un punt de CD tal que AB = CB’. Hem de
comprovar que en mesurar el segment C' B’ s’obté un nombre més petit que el
que s’obté en mesurar C'D.

Construim a partir de C', en la direccié de D, segments C'Cy,CiCy, - - -
congruents a la unitat de mesura.

Per conveniencia, en aquesta demostracié considerarem que un punt per-
tany a un segment quan és interior o quan és ’extrem esquerre (amb 1’ordenacié
de la recta de C' a D).

Aixi si B’ i D pertanyen a segments diferents del sistema C'Cy, C1Cy, - - -
la part entera del nombre a sera diferent a la part entera del nombre ¢ i aixi,
utilitzant el comentari posterior al Lema 1.1, a < ¢. Si, al contrari, tots dos
pertanyen a C;C;,1 (i.e. tots dos tenen part entera i), dividim aquest segment
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per la meitat. Si B’ i D estan llavors a meitats diferents, la primera xifra
després de la coma a l'expressio binaria de a sera un 0 i a la de b un 1. Pel
mateix comentari a < c.

Continuant aquest procés s’arriba a a < ¢ sempre que B’ i D no estiguin

sempre en una mateixa de les dues meitats en que es va dividint el segment.
Pero aixo no pot passar, car estaria en contradiccié amb el Lema 1.1. O

Ara ja podem retornar a la demostracié de iii). Concretament hem de
comprovar que si B és un punt interior del segment AC i a, b, ¢ sén els
nombres obtinguts en mesurar AB, BC' i AC, es compleix a + b = c.

Fixem un nombre natural n i construim a partir de B en la direccié de A
segments BA;, A1 As, - -+ congruents al segment que s’obté en dividir la unitat
de mesura en 2" parts iguals.

Pel Teorema 1.27 (Arquimedes) existeix k tal que Ay pertany al segment
BA, o ésigual a A, i A pertany al segment BA; ;. Analogament es determi-
nen punts C; i Cj44, posant en la direccié de C' els segments BCy,C1Cy, - - -
congruents a A;A;+1 (fig. 1.34).

Es compleix que

BAk < AB < BAk—i—l

i?Cy §§l3C7<:Z3Cy+1

Aij < AC < Ak+10j+l~
Pel Lema 1.2, tenim doncs que

k kE+1
— < a<
on =% Ton
J J+1
Z <b<
2n = 2n
k+7 k+4+2
+]§C< +7+
AL 2n
d’on es dedueix % <a+b< kgjf’ 2 Restant d’aqui la darrera desigualtat
s’obté

la+b—c| <

1
on—1 :
Com que n és arbitrari, a + b = ¢, com voliem.
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Aix0 conclou la demostracié de 'existencia d’una longitud.

A, A A, A BC C CC,

Figura 1.34

DEFINICIO 1.11. Suposem que a cada angle li fem correspondre un nombre
real positiu de manera que

i) A algun angle 0/,5’ li correspon el nombre 1.
i1) A angles congruents corresponen nombres iguals.

i11) Si la semirecta | és interior a l’angle ﬂ 1 té lorigen en el seu vertex i si
a h,l i1,k els coresponen els nombres a i (3, llavors a h, k li correspon el
nombre a + 3.
Aquest nombre que associem a cada angle es diu magnitud de [’angle i
l’angle O, 0" es diu unitat angular.

De manera analoga que en el cas de segments es pot demostrar I'existencia
i unicitat d’'una magnitud d’angles.

Com a conseqiiencia del Teorema 1.28 (Cantor) tenim:

TEOREMA 1.29. Per a tot nombre real positiu a, existeix un segment de
longitud a.

DEMOSTRACIO. Escrivim a en forma binaria n,nins - -+ Suposem prime-
rament que a no es pot representar en forma binaria finita. Aixo diu, en
particular, que 'expressié n, nins - - - no pot tenir només uns a partir d’'un lloc
(vegeu el comentari posterior al Lema 1.1).

Considerarem una semirecta d’origen A i determinem segments AAj,
AjAs, -+ AL A1, congruents a la unitat de mesura.

Dividim llavors el darrer segment A, A,,.1 per la meitat. Sigui /; la meitat
esquerra del segment si ny = 0 o la meitat dreta del segment si n; = 1.

Dividim ara [; per la meitat i denotem per l5 la meitat esquerra del segment
si ng = 0 o la meitat dreta del segment si ny = 1, etc.



1.8. MESURA DE SEGMENTS I MESURA D’ANGLES 37

Tenim aixi una successio de segments tal que cada un esta contingut en el
precedent i hi té un extrem comii. No obstant no pot passar que a partir d’un
lloc tots els segments tinguin extrem comu (car I’expressié n,nins - -+ no pot
tenir només zeros o només uns a partir d’'un lloc). Per tant la successié I; admet
una successié parcial i, lg,, -+ de segments cada un interior al precedent i
tal que no existeix cap segment més petit que tots els termes de la succesié
(cf. Lema 1.1).

Aixi doncs la successié Iy, esta en les hipotesis del Teorema 1.28 (Cantor) i
per tant existeix un Unic punt B interior a tots el segments [,. Pero clarament
B és llavors interior a tots els segments [; i per tant el segment AB té longitud
n,ning - - - = a. Aixo demostra el teorema quan a no es pot expressar en forma
binaria finita.

Quan a es pot expressar en forma binaria finita, 'extrem B del segment
buscat sera un dels punts A; anteriors o bé un dels punts mitjos considerats.
Aix0 demostra ja directament (sense utilitzar Cantor) el teorema. O

Una de les conseqiiencies immediates d’aquest teorema és que dins de cada
segment existeixen punts que el divideixen en n parts iguals.

A T'hora d’elegir la unitat de mesura de segments no tenim cap segment
privilegiat, cap segment que puguem distingir dels altres. No obstant aixo, a
I’hora d’elegir la unitat de mesura d’angles si que tenim un angle privilegiat,
que podem distingir dels altres angles: ’angle recte. Podriem mesurar angles
dient doncs a quants angles rectes és congruent. No obstant s’acostuma a
procedir de la manera segiient:

TEOREMA 1.30. Suposem que per a una certa eleccio de la unitat de
mesura d’angles, l’angle recte té magnitud w, llavors per a tot nombre real o,
0 < a < 2w, existeix un angle de magnitud c.

DEMOSTRACIO. Analoga a la del teorema anterior. O

Observeu que, per la construccié que hem fet, si dos segments tenen la
mateixa longitud o dos angles la mateixa magnitud, sén congruents. Per abus
de llenguatge es diu també que son iguals. La suma de segments introduida al
Teorema 1.23 correspon exactament a considerar el segment que té per longitud
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la suma de les longituds del segments. També la suma d’angles correspon a
considerar ’angle que té per magnitud la suma de les magnituds dels angles.

El que s’acostuma a fer llavors és elegir com a unitat de mesura d’angles, no
I'angle recte, sind un angle tal que I'angle recte tingui magnitud 5. D’aquesta
unitat se’n diu radian.

També és freqiient elegir com a unitat de mesura un angle tal que ’angle
recte tingui magnitud 90. D’aquesta unitat se’'n diu grau.

El teorema segiient és degut a Legendre (1752-1833), que volia demostrar
el cinque postulat d’Euclides a base de demostrar una afirmacio equivalent:
concretament que la suma dels angles interiors d’un triangle és exactament
igual a dos rectes.

Com es veura a partir dels nostres tres grups d’axiomes (que corresponen
als quatre grups de Hilbert incidéncia, estar entre, congruéncia i continuitat),
no es pot demostrar que la suma dels angles d'un triangle és igual a la suma
de dos angles rectes. Tan sols tenim:

TEOREMA 1.31. La suma dels angles interiors d’un triangle és menor o
tgual que dos rectes.

DEMOSTRACIO. Donat el triangle ABC' construirem un altre triangle amb
la mateixa suma d’angles i amb un angle més petit o igual que la meitat de
I’angle A. Per aix0 considerem el punt mig M del costat BC' i el punt D sobre
la recta AM tal que AM = M D (fig. 1.35).

Figura 1.35
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Pel criteri C.A.C., AAMC = AMDB i en particular ACB = MBD i
CAM = MDB.

Siguin a, b i c les magnituds dels angles E, BiC del triangle inicial i siguin
x la magnitud de CAD i y la magnitud de DAB. (No importa quina és la
unitat de mesura d’angles que s’hagi elegit).

Llavors tenim:

Suma dels angles del triangle ABC =a+b+c=(x+y)+b+c=
=2z +y+ (b+ ¢) = Suma dels angles del triangle ADB.

D’altra banda, com que x + y = a, un dels dos = o y, és més petit o igual
que a/2. Per tant el triangle AD B té la mateixa suma d’angles que el triangle
ABC iun angle, x o y, més petit o igual que la meitat de I'angle A.

Repetint aquest procés podem construir un triangle amb la mateixa suma
d’angles que el triangle inicial i amb un angle tan petit com vulguem.

Suposem, per reduccié a 'absurd, que la suma dels angles del triangle
ABC és estrictament més gran que dos angles rectes. Tindriem a+b+c = “2
rectes”+¢ on € és un nombre real positiu i “2 rectes” significa la suma de les
magnituds de dos angles rectes (7 si hem elegit com a unitat el radian, 180 si
hem elegit el grau, etc.).

Pero llavors podriem construir, pel comentari anterior, un triangle amb un
angle més petit que € i amb suma d’angles igual a “2 rectes”+-¢, i.e. dos dels
angles d’aquest triangle sumarien més que “2 rectes”, en contradiccié amb el
Teorema 1.19. U

Molts altres teoremes es poden deduir d’aquests tres grups d’axiomes. Tots
ells formen part de ’'anomenada Geometria Absoluta, de la qual esperem haver
donat una idea amb aquests 30 teoremes.






CAP{TOL 2
Geometria Euclidiana

2.1. El cinque postulat

La Geometria FEuclidiana és 'estudi de les conseqiiencies que s’obtenen en
afegir als anteriors tres grups d’axiomes el cinque postulat d’Euclides. Per
raons historiques mantindrem la notaciéo V per a aquest axioma.

AXIOMA V. St una recta talla dues rectes formant a un mateix costat angles
que sumen menys de dos rectes, les rectes es tallen en el costat on aquesta suma
és menor de dos rectes.

Aquesta és la versié d’Euclides, pero és més comode utilitzar la segiient
formulacié equivalent.

AXIOMA V. Donada una recta i un punt exterior a ella, existeix una unica
recta que passa per aquest punt i és parallela a la recta donada.

Demostrem primerament que la primera formulacié implica la segona. Per
aixo sigui A un punt exterior a una recta donada a (fig. 2.1).

Sigui AB la perpendicular a a. Sigui o’ la perpendicular a la recta AB pel
punt A.

Pel Teorema 1.24, a i o’ sén paralleles. Sigui ara r qualsevol recta per A
diferent de a’. Demostrarem que r no pot ésser també parallela a a.

Com que r és diferent de o’ ha de formar amb la recta AB un angle agut
en algun dels dos semiplans determinats per aquesta recta.

Per tant a i r formen amb AB angles interiors a un costat de AB que
sumen menys de dos rectes. Per tant a i r es tallen, cosa que demostra que la
primera formulacié implica la segona.

Reciprocament suposem ara que per a un punt exterior a una recta es pot
tragar una unica parallela i siguin a i b dues rectes tallades per una tercera

41
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r
A A ,
a a
r
] |1
B a B a4
Figura 2.1

recta ¢ formant a un mateix costat de ¢ angles a i § que sumen menys de dos
rectes (fig. 2.2).

Figura 2.2

Sigui d una recta que passa pel punt d’interseccié de a i ¢ i forma amb
¢, en el mateix costat de ¢ abans considerat, un angle igual a I’angle 5. Pel
Teorema 1.24, d i b s6n paralleles. Per tant, per la unicitat de la parallela, a
i b es tallen. El fet que es tallin justament del costat on estan els angles a i 3
és conseqiiencia del Teorema 1.31.

Per tant les dues formulacions de I’axioma V sén equivalents.
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TEOREMA 2.1. St dues rectes paralileles es tallen per una tercera recta, els
angles alterns interns que es formen son iguals.

DEMOSTRACIO. Conseqiiencia directa de 'axioma V i el Teorema 1.24. [

També es dedueix pel mateix tipus de raonament que si dues rectes sén
paralleles i una tercera recta en talla una, llavors talla també l'altra, o que
rectes paralleles a una tercera sén paralleles entre elles, resultats que, com
tots els d’aquest capitol, no sén pas certs en Geometria Absoluta. Observeu
pero que, evidentment, tots els resultats de Geometria Absoluta son certs en
Geometria Euclidiana.

A

Figura 2.3

El Teorema 1.31 de Geometria Absoluta es pot millorar ara amb el segiient
teorema:

TEOREMA 2.2. La suma dels angles interns d’un triangle és igual a dos
rectes.

DEMOSTRACIO. Donat el triangle ABC, tracem amb origen C' la semirecta
parallela al costat AB situada en el semipla de BC' que conté A (fig. 2.3).
Siguin « i § els angles que forma aquesta semirecta amb les semirectes C'A i
amb la semirecta oposada a C'B respectivament. Pel teorema anterior A=a
if?:ﬁ. Pertant/?+§+6:a+ﬁ+@:“2rectes”. U

Per distancia entre dos punts entenem la longitud del segment que deter-
minen. Per distancia entre una recta i un punt s’entén la longitud del segment
de perpendicular del punt a la recta.
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TEOREMA 2.3. Rectes paralileles son equidistants.

DEMOSTRACIO. Siguin AB i C'D segments perpendiculars a dues rectes
paralleles a, b amb AiC deai Bi D deb. (I’existéncia de tals segments es
despren del Teorema 2.1) (fig. 2.4).

A C

Figura 2.4

Llavors els triangles ABD i AC'D sén congruents. En efecte CAD = BDA
per ésser alterns interns entre paralleles (Teorema 2.1). També BAD = ADC

per la congruencia anterior i ésser BAC i BDC rectes. A més el costat AD és
comu. Pel criteri A.C.A. AABD = ANADC'. En particular AB = CD. Com
que els punts A i C' sén arbitraris les rectes paralleles a i b son equidistants. [

TEOREMA 2.4 (Tales). Una recta parallela a un costat d’un triangle divi-
deiz els altres dos costats en segments proporcionals.

DEMOSTRACIO. Sigui ABC' el triangle donat i r la recta parallela a BC

que talla els costats AB i AC en els punts D i E respectivament (fig. 2.5).

AD _ AE
Hem de demostrar que 5% = £5-
En aquesta férmula i en el que segueix identifiquem els segments amb Ilur
longitud, és a dir que AD, per exemple, denota al mateix temps el segment

AD i la longitud d’aquest segment.

Comencem pel cas particular en que AD = DB. Hem de demostrar lla-
vors que AF = EC. Per aixo tracem la parallela a AC' per D. Sigui F' el
punt d’interseccié amb BC' (Axioma de Pasch). Del criteri A.C.A. es dedueix
NADE = ADBF i ADFE = AFEC, don AEF = DF i DF = EC
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A

Figura 2.5

(o, equivalentment, AF = DF i DF = EC si interpretem AE, DF i EC
com a longituds). Es diu sovint paralileles entre paralleles son iguals. Aixo
prova el teorema en aquest cas particular.

Suposem ara que el quocient % és un nombre racional p/q. Podem llavors
dividir AB en p + ¢ segments congruents de manera que AD i DB quedin
dividits respectivament en p i ¢ d’aquests segments. Tracem rectes paralleles
a BC pels extrems d’aquests segments.

Aquestes rectes paralleles determinen, per interseccid, p+ ¢ segments sobre
el costat AC. FEl cas particular estudiat anteriorment ens permet de concloure
que aquests p + ¢ segments sén congruents. Sigui a la seva longitud. Tenim

AD_p_p;a_AE

DB q q-a EC
que prova el teorema en aquest cas.

Finalment si 42 no és racional podem trobar una successié de punts D,,
DB

sobre AB amb limit D tals que % és racional. Les paralleles a BC pels

punts D,, tallen AC en uns certs punts F,. Pel cas particular anterior tenim:
AD, AE,
D,B  E,C
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que passant al limit ens déna el resultat buscat. [l

Un tema propi de la Geometria Euclidiana és el de les figures semblants.

DEFINICIO 2.1. Dos triangles es diuen semblants si tenen els angles iguals
i els costats corresponents proporcionals.

TEOREMA 2.5. Dos triangles que tenen dos angles iguals son semblants.

Figura 2.6

DEMOSTRACIO. Pel Teorema 2.2, aquests dos triangles tenen els tres angles
iguals. Podem suposar que els dos triangles son ABC' i ADE amb B=Di
E = C,(fig. 2.6).

Pel Teorema 1.23 les rectes DE i BC' sén paralleles i podem per tant
aplicar el Teorema 2.4 (Tales):

AD _ AP

DB EC
d’on es dedueix

AD AE

AB ~ AC
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Per tant sols falta estudiar el quocient %. Per aixo tracem una parallela a
AB per E. Aplicant Tales des de C' a aquesta nova situacié obtenim

AE  DE

AC  BC
que acaba la demostracio. O

Quan un triangle té un angle recte direm que és un triangle rectangle.
El costat oposat a aquest angle rep el nom d’hipotenusa i els altres costats es
diuen catets.

TEOREMA 2.6 (Pitagores). En tot triangle rectangle es compleix que la
hipotenusa al quadrat és igual a la suma dels quadrats dels catets.

DEMOSTRACIO. Sigui ABC' el triangle rectangle donat i sigui A 'angle
recte. Tracem la perpendicular de A a la recta BC' (altura del triangle). Sigui
D el punt d’interseccié. Pel Teorema 2.5 resulta que els triangles ABC'i DBA
sén semblants (tots dos sén rectangles i tenen un angle agut comt). Per tant
els costats corresponents sén proporcionals:

BC AB
E — ﬁ . (2.1)

Analogament els triangles ABC' i ADC son també semblants. Per tant:

BC AC

E — D—C . (2.2)
De (2.1) i (2.2) es dedueix AB*+ AC? = BC-BD+ BC-DC = BC(BD +

DC) = BC2. O

També es pot deduir facilment que BC - AD = AB - AC d’on s’obté la
relacio:

N S |

AB T Ac? T AD?

que involucra els catets i 'altura del triangle rectangle.
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2.2. Introduccié de coordenades

A continuacié passarem de la Geometria a I’Algebra.

Fixem d’una vegada per totes dues rectes que es tallin perpendicularment
en un punt O. D’aquestes dues rectes en direm sistema de referencia cartesia
i del punt O en direm origen de coordenades. D’una de les rectes en direm eix
d’abcisses i de 'altra eix d’ordenades.

Sigui P un punt del pla. Tracem la parallela a ’eix d’ordenades que passa
per P. Aquesta recta talla I’eix d’abcisses en un punt P,. Tracem també la pa-
rallela a ’eix d’abcisses que passa per P. Aquesta recta talla 1’eix d’ordenades
en un punt P, (fig 2.7).

Eas!
=

Figura 2.7

Direm llavors que P té coordenades (z,y), on x és la longitud del segment
OP, iy és la longitud del segment OP,. Escriurem també P = (z,y). Si P
pertany a ’eix d’abcisses direm que té coordenades (x,0), on x és la longitud
del segment OP, i si pertany a l’eix d’ordenades direm que té coordenades
(O,y), on y és la longitud del segment OP.

D’aquesta manera s’estableix una correspondencia bijectiva entre el conjunt
de punts del pla i el conjunt R x R, producte cartesia de nombres reals.

TEOREMA 2.7. Les rectes tenen equacions lineals.
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DEMOSTRACIO. Observem primerament que els eixos d’abcisses es poden
descriure com

Eix d’abcisses = {(z,y) € R* y =0}
Eix d'ordenades = {(z,y) € R* z =0}

i per tant estan donats per equacions lineals en les variables x, y.
Pel Teorema 2.3 les rectes paralleles a 1’eix d’abcisses tenen equacié:

r={(z,y) ER* y=c}
i les paralleles a 1’eix d’ordenades
r={(z,y) ER*} z=c}

on ¢ és un nombre real que representa justament la distancia entre la recta
donada i I'eix corresponent.

Per tant, totes dues estan donades també per equacions lineals.

/

Figura 2.8

Sigui ara r una recta del pla no parallela als eixos de coordenades. Prenem
P = (a,b) un punt arbitrari de r i @ = (¢,0) el punt d’interseccié de r amb
I'eix d’abcisses. Es tracta ara d’agafar un punt arbitrari R = (z,y) d’aquesta
recta i veure quina relacié hi ha entre la x i la y.
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Denotem per S i T els punts d’interseccié amb 1’eix d’abcisses de les rectes
paralleles a 'eix d’ordenades pels punts P i R respectivament.
Pel Teorema 2.5 els triangles PQS i RQT sén semblants i per tant
RT PSS
QT @S
comque RT' =y, PS=b QT =x—ciQS =a— ctenim
y(a —¢) —bx + bec = 0.

Aixi doncs les coordenades (x,y) d'un punt qualsevol de la recta complei-
xen una equacié lineal. També es pot comprovar que, reciprocament qualse-
vol parella de nombres reals que compleixen 'anterior equacié pertany a la
recta 7. 0

A partir d’aqui els problemes de la Geometria Euclidiana es poden traduir
a problemes d’Algebra. Per exemple, saber si dues rectes es tallen és saber si
un cert sistema d’equacions lineals és compatible, etc.

La férmula de la distancia entre dos punts P = (a,b) i Q = (c,d) s’obté
facilment a partir del Teorema de Pitagores:

d(P,Q) =+/(c—a)? + (d—Db)2.

A partir d’aqui es poden obtenir certes férmules com la distancia entre un
punt i una recta, etc.

No continuarem pero aquest cami que constitueix el contingut ordinari dels
cursos de Geometria Analitica

2.3. Comnsistencia de la Geometria Euclidiana. Model cartesia

Un problema que es presenta sempre que es desenvolupa una teoria ma-
tematica a partir d’'uns axiomes és el de la consistencia. Un sistema d’axiomes
es diu consistent quan a partir d’aquests axiomes no es poden arribar a de-
mostrar mai, per procediments logics rigurosos, dues afirmacions tals que una
sigui contradictoria amb I’altra.

Per a saber si un sistema d’axiomes donat és consistent o no, no es pot
pas recorrer a tots els teoremes que se'n dedueixen (poden ésser infinits!) i
comparar-los per comprovar que no n’hi ha dos de contradictoris.
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El que es fa és construir una realitzacié dels objectes i relacions que apa-
reixen en els axiomes, i.e. elegir conjunts concrets i relacions concretes que
compleixen els axiomes. Llavors tot teorema que es dedueixi dels axiomes és
també cert en aquesta realitzacié. Per tant, si en aquesta realitzacié o model
no hi ha contradiccions tampoc hi poden ser en el sistema axiomatic.

En el cas de la Geometria Euclidiana el que es fa es construir un model
aritmetic dels axiomes I, I, ITI, V. Aixi queda clar que si 'aritmetica és con-
sistent la Geometria euclidiana també ho és.

Inspirats en el paragraf anterior prenem el segiient model:

Com a conjunt de punts prenem el producte cartesia R x R del conjunt de
nombres reals per ell mateix.

Com a conjunt de rectes prenem les equacions lineals de la forma ax +
by + ¢ = 0. O, equivalentment, les ternes de nombres reals (a,b,c), amb a o
b diferents de zero, identificant ternes proporcionals, i.e. les ternes (a,b,c) i
(Aa, A\b, \c) on A és un nombre real diferent de zero, es consideren iguals.

Direm que el punt (z,y) pertany a la recta (a, b, c) si i només si azx + by +
c= 0.

Sigui (1,y1), (72, y2), (3, ys) tres punts de la recta (a, b, ¢). Suposem b # 0.
Direm que (z9,ys2) esta entre (z1,y1) i (x3,y3) si 1 < Ty < T3 0 T > Ty > X3.

Si pel contrari b = 0, direm que (zo,ys) esta entre (r1,y1) i (v3,ys) si
Y1 > Y2 <Y30Yr>Y2> Y3

Direm que un segment AB és congruent a un altre segment A’ B’ si existeix
una transformacié ortogonal que porta A a A'i B a B'.

Per transformacié ortogonal entenem una aplicacié de R? a R? que trans-
forma el punt (z,y) en el punt (2',y) donat per

¥ =ar—by+c

Yy =br+ay+d
o per

¥ =axr+by+c

y =br —ay+d
amb a? + b* = 1.
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La motivacié de considerar aquestes aplicacions prové del fet que el con-
cepte de congruencia tradueix el de moviment rigid, és a dir, el d’aplicacié
que conserva la distancia. Aquesta és la propietat essencial de les equacions
anteriors, pero no entrarem en detalls, car ara sols volem donar un model.

Es pot comprovar que les transformacions ortogonals porten punts situats
sobre una semirecta a punts situats també sobre una semirecta. En particular
porten angles a angles, cosa que permet definir la darrera relacié dels axiomes:

—_— —_—
Direm que 'angle h, k és congruent a 'angle I/, k" si existeix una transfor-
macié ortogonal que porta la semirecta h a h' i la semirecta k a k'.
Ara sols resta comprovar que es compleixen els grups d’axiomes I, II, ITI i
V, cosa que no farem aqui pero que pot ésser un bon exercici.



CAPIiTOL 3
Geometria Hiperbolica

3.1. L’axioma de Lobatxevski

La Geometria Hiperbolica és l'estudi de les conseqiiencies que s’obtenen
en afegir als tres primers grups d’axiomes, d’incidencia, ordre i congruencia,
I’axioma de Lobatxevski que consisteix essencialment en la negacié del cinque
postulat d’Euclides.

AXIOMA V’. Existeizen una recta v i un punt P que no pertany a la recta
tals que per P passen al menys dues rectes que no tallen r.

NoTA. També es pot negar el V postulat dient: Fuxisteixen una recta r i
un punt P que no pertany a r tals que tota recta per P talla r. Aqui no ho fem
aixi, car aquest enunciat és contradictori amb el Teorema 1.25. No obstant
aixo, aquest enunciat, modificant lleugerament els primers axiomes, déna lloc
a I’anomenada Geometria Elliptica que no tractem aqui.

De manera analoga al que hem fet a la Geometria Absoluta i a la Geometria
Euclidiana podriem ara anar deduint nous resultats a partir d’aquests quatre
grups d’axiomes. No obstant aixo, no sera aquest el cami que seguirem, siné
que ens plantejarem directament el problema de la consistencia i donarem un
model euclidia on es verifiquen tots els axiomes dels grups I, II, III i a més
I'axioma V’. Aix{ si la Geometria Euclidiana és consistent (cf. capitol 2 §2.3)
la Geometria Hiperbolica també.

Historicament aquest ha estat un problema important ja que alguns resul-
tats de la Geometria Hiperbolica semblen contradir la nostra intuicié sobre la
naturalesa de les rectes.

Posteriorment obtindrem alguns resultats i férmules de la Geometria Hi-
perbolica a partir del model construit. De fet tots ells es podrien deduir amb

53
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una mica més d’esfor¢ directament dels axiomes i son per tant valids en qual-
sevol model de la Geometria Hiperbolica, perd aquest punt (relacionat amb la
completitud d’un sistema d’axiomes) no el discutirem aqui.

3.2. Inversions

Per a la construccié del model que donarem en el proper paragraf, sera de
gran utilitat el coneixement d’un tipus especial d’aplicacions del pla euclidia
en ell mateix, anomenades inversions.

Situem-nos doncs en el pla euclidia.
Observem primerament que donada una circumferencia de centre O i radi
r i un punt M diferent de O, existeix un unic punt M’ sobre la semirecta
d’origen O que conté M tal que
OM -OM' = r2.
Aquest punt M’ es diu invers de M respecte la circumferencia donada.

Si M és exterior a la circumferencia, podem construir M’ tracant primera-
ment la tangent a la circumferencia pel punt M i a continuacié la perpendicular
a la recta OM pel punt de tangencia, com indica la figura 3.1.

N

Figura 3.1

Com que els triangles ON M’ i ON M sén semblants (cf. Teorema 2.5) tenim
oM r
v OM
o equivalentment OM - OM' = r2.
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Per a simplificar I'exposicié quan un punt M’ sigui simetric d'un punt M
respecte a una recta r direm que M’ és invers de M respecte a r. Aixi quan
parlem d’inversions poden ésser respecte a una circumferencia o respecte a
una recta. Per tal de no anar fent la distincié pensarem les rectes com a
circumferencies de radi infinit.

Les seglients propietats de les inversions sén evidents.

a) Si M és l'invers de M’ llavors M’ és l'invers de M. Aixi tota inversid
coincideix amb la seva aplicacié inversa.

b) Tota inversié aplica l'interior de la circumferéncia sobre I’exterior i recipro-
cament. (De moment el centre de la circumferéncia no té imatge).

c¢) Tot punt de la circumferéncia coincideix amb el seu invers.

A continuacié obtindrem una representacié analitica de les inversions. Per
aixo introduim en el pla euclidia un sistema de coordenades ortogonal i posem
en correspondencia cada punt M amb el nombre complex z = z + iy, on (z,y)
son les coordenades de M.

En el que segueix se suposa que el lector esta familiaritzat amb els nombres
complexos. Recordem tan sols que el conjugat de z = x + iy és el nombre
complex z = z — iy, i la norma de z és el nombre real positiu ||z|]| = Vz - Z =

V2 + oy
Sigui ara C' una circumferencia de centre 'origen de coordenades i radi r.
L’equaci6 de la inversio respecte a C' és

OM -OM' =1?
o equivalentment
2
12 - 12" =r
on z = x+1y amb x,y coordenades de M i 2’ = 2/ +1iy’ amb 2/, 4y’ coordenades
de M.
Si expressem z i 2’ de forma polar tenim
2 = pe'® Z = pe
Z/ — p/eia 7 =ple

Aixf 2/ z=pp = ||z - ||| = r*.
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| M= (x.y)
Z=X+1y
M/
| \
‘J 0 @ \
\\ /}
Figura 3.2

Com que 2z’ és el transformat per la inversié del punt z, 'equacié buscada

D
w0
()

/ !
= — 3.1
zZ — ( )

que en coordenades reals correspon a

rlx
% 4+ y?

r2y
x? + y?

Per a trobar l'expressié analitica d’una inversié respecte a una circum-

ferencia de centre arbitrari P i radi r introduim un sistema auxiliar de coor-
denades amb origen P i eixos parallels als eixos inicials.
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L’equacié de la inversi6 respecte als nous eixos esta donada per

Z = (3.2)

N\| ﬂm

on Z i Z'" sén les noves coordenades d’un M i del seu invers M’.

La relacié entre les coordenades de M i M’ en els dos sistemes de coorde-
nades és
z2=Z+P
J=7"+P
Aixi (3.2) es transforma en
2 - D 1 .2
r Pz—PP+r
=P+ —== — :
z—P z—P
Per a calcular la inversié respecte a una recta (circumferencia de radi infinit)
observem que si la recta és I'eix de les x’s llavors 2’ = z. Per tant, si la recta
és una recta per l'origen que forma un angle ¢ amb l'eix de les x’s, per trobar

la imatge d’un punt z, primer el girem —¢ respecte 'origen, després fem la
inversi6é 2z’ = Z, i tornem a girar un angle . Aix{ tindrem

(3.3)

Y =eWeivy =27

I si la recta és arbitraria 'equacié de la inversié és
Z=e*zZ+a (3.4)
on a és una constant complexa.

Per tant I'expressié analitica d’una inversié o té la forma (3.3) o té la forma
(3.4). Per areduir les dues expressions a una de sola escriurem l’equacié general
de les inversions com ~

, az+f

7 =—

vZ+ 6

on «, (3, v, ¢ representen nombres complexos, car escollint adequadament els

seus valors, podem representar qualsevol inversié. Per exemple, el cas (3.3)

correspon aa =P, y=1,8=71>~PP,§=—Pielcas (34)ay=0,0 =1,
a=e* [B=a.

Observeu que en ambdés casos el nombre A = ad — (37, anomenat discri-
minant, és diferent de zero.

(3.5)
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Quan més endavant ens restringim a inversions respecte a circumferencies
de centre sobre la recta y = 0, els coeficients «, (3, 7, d sén reals (férmula (3.3)).

Suposem ara que efectuem dues inversions successives respecte a circum-

feréncies arbitraries. Si la primera aplica z a 2’ i la segona 2’ a 2" tenim,
d’acord amb (3.5), que

g_mEith
MZ+ 0

Z” — 042? + 52
’}/22/ -+ 52

conjugant la primera i substituint a la segona obtenim
I (10 +7201)2 + (1 B2 + B16s) .
(a2y1 4+ 6172)2 + (1162 + 0162)
Per tant I'expressié general del producte de dues inversions es pot escriure com
oz +
vz 40

per unes certes constants complexes «, 3, 7, 9.

(3.6)

Es pot comprovar que el discriminant de I’aplicacié producte d’inversions
és el producte dels discriminants.

Si ara efectuéssim una tercera inversié el resultat es podria escriure per una
expressié del tipus (3.5) i si efectuéssim llavors una quarta inversid, per
una expressié del tipus (3.6) etc.

Resumint, si una aplicacié del pla complex en ell mateix és producte d'un
nombre parell d’inversions, llavors es pot escriure com

, az+f
7 =—
vz 40
i si és producte d’'un nombre imparell d’inversions es pot escriure com
, azZ+ [
&= c
YZ+0

on «a, (3, v, 0 sén constants complexes, que compleixen ad — By # 0.

PROPOSICIO 3.1. La inversié d’una circumferéncia és una circumferéncia.



3.2. INVERSIONS 59

DEMOSTRACIO. Com el traslladat d’una circumferéncia és una circumfe-
rencia, només cal demostrar la proposicié per inversions respecte a circum-
ferencies centrades a l'origen. Una tal inversi6 té equacions

2

, o ri
x? +y?
y/: T2y
x? + 92

per tant la circumferéncia A(z? + y?) + Bz + Cy + D = 0 es transforma, en
substituir els valors de x i y pels que s’obtenen de les equacions anteriors, i.e.

/
) T

l./2 + y/2

/

2 Yy

=r —"0
Y x/2_'_y/2

en

Art + Br2a’ + Cr*y + D(2” + y?) = 0.
Per tant les coordenades dels punts que sén inversos de punts d’una cir-
cumferencia compleixen també I'equacié d’una circumferéncia (una recta si

D = 0, pero recordem que estem considerant també circumferencies de radi
infinit). O

Noteu que el centre de la primera, no va pas al centre de la segona.

ProprosICIO 3.2. Si una aplicacid que representa el producte d’un nombre
parell d’inversions deiza tres punts fixos, és la identitat.

DEMOSTRACIO. Una tal aplicacié es pot escriure com
,  az+p
2=
vz 40
per a certs nombres complexos «, 3, 7, 0.
Els punts fixos compleixen 2’ = z, és a dir
az+ [
2 =—"
Yz + 0
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0, equivalentment
722+ (0 —a)z— 3 =0.

El tres punts fixos sén arrels d’aquest polinomi de segon grau, per tant
aquest polinomi és identicament nul. Per tant v = =01 d = . A més
a # 0, car les inversions compleixen ad — Gy # 0. Aixi 2/ = z per tot z, i
I’aplicacio considerada és efectivament la identitat. O

ProprosICIO 3.3. Si una aplicacidé que representa el producte d’un nombre
imparell d’inversions deixa tres punts fixos, llavors és una inversio respecte a
la circumferéncia que passa per aquests tres punts.

DEMOSTRACIO. Sigui 2’ = f(z) Paplicacié donada. Sigui 2’ = g(2’) la in-
versio respecte a la circumferencia determinada per aquests tres punts. Llavors
laplicacié z” = g(f(z)) = h(z) esta formada pel producte d’'un nombre parell
d’inversions i té tres punts fixos. Per tant és la identitat. Aixi gf(z) = z o
equivalentment f(z) = ¢g71(2). Perd g7(z) = g(z) i per tant 2’ = f(z) = g(2),
cosa que acaba la demostracio. O

Finalment donem sense demostracié la segiient proposicié (cf. [1]).

PROPOSICIO 3.4. Si dues circumferéncies es tallen, 'angle que formen en
el punt comii €s igual a l’angle que formen les circumferéncies transformades
PEr UNa INVErsio.

3.3. Consisténcia de la Geometria Hiperbolica. Model de Poincaré

Com a conjunt de punts prendrem el semipla y > 0, és a dir el subconjunt de
R x R format per aquells punts amb segona coordenada estrictament positiva.

Com a conjunt de rectes prendrem les semicircumferencies euclidianes de
centre sobre la recta y = 0, contingudes en el semipla y > 0, i les rectes
verticals, és a dir les rectes d’equacié x = ¢, on ¢ és un nombre real. Com
abans, per tal de no anar parlant de semicircumferéencies i rectes considerarem
aquestes ultimes (les x = ¢) com semicircumferencies de radi infinit.

Definim a continuacio les relacions que s’han d’establir entre punts i rectes.

Direm que a un punt A pertany a la recta r si el punt euclidia A pertany
a la semicircumferencia euclidiana r.
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Siguin A, B i C tres punts d'una recta r. Direm que B esta entre A i C' si
el punt B esta entre A i C' en el sentit de la Geometria Euclidiana.

Per a ésser més precisos, si A, B i C estan sobre una determinada semi-
circumferencia els podem projectar des del centre sobre una recta euclidiana
parallela a y = 0 i obtenir tres punts A’, B’ i C’. Llavors dir que B esta
entre A i C en el sentit euclidia vol dir simplement que B’ esta entre A’ i C’
(el concepte de estar entre es tenia a la Geometria Euclidiana tan sols per a
punts alineats).

recta

recta

Figura 3.3

Aquestes dues relacions compleixen els axiomes dels grups I, II. En efecte,
per a comprovar [.1 prenem dos punts diferents A i B. Si tenen la mateixa
abscisa, la recta euclidiana que determinen és de la forma x = ¢ i és per tant
una recta hiperbolica. Si tenen diferent abscisa, la perpendicular en el punt
mig del segment AB talla la recta y = 0 en un punt P que és el centre de
la semicircumferencia euclidiana que passa per A i B. Per tant dos punts
diferents determinen una tunica recta hiperbolica.

L’Axioma 1.2 es compleix trivialment.

Per a comprovar II.1 observeu que tota semicircumferencia C' de centre un
punt P = («,0) i radi r es pot parametritzar per

T =a-+17Ccosa
Yy =rsin a

en variar « entre 0 1 7 radians.
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Per tant podem definir una bijeccié entre C'i R per f(z,y) = tan(a — 7).
Aixi{, quan « varia entre 0 i 7, tan(a — 7/2) varia entre —oo i 0o i com que
és una aplicacio creixent es conserva la relaciéo d’ordre euclidia.

Per a les rectes x = ¢, la bijeccié pot ésser simplement f(z,y) = logy, car
en variar y entre 0 i 0o, logy varia entre —oo i co de manera creixent.

Finalment, I’Axioma II.2 (Pasch) correspon a dir en geometria euclidiana
que donat un triangle corbat ABC, format per arcs de semicircumferencies,
una semicircumferencia ¢ que no passa per A, B ni C, que talla I'arc AB,
llavors talla un i només un dels arcs BC, AC (fig. 3.4).

A
B

Figura 3.4

Aquest resultat es despren del fet de que en geometria euclidiana, degut a la
continuitat de la funcié distancia, es pot demostrar que si una circumferencia c
passa per un punt interior i un altre exterior d’una altra circumferéncia ¢,
llavors ci ¢ es tallen. Aixi, en el nostre cas, si C és interior a la circumferéncia c,
la circumferencia determinada per A i C' té un punt interior i un exterior a c i
en conseqiiencia es tallen. Si C' és exterior a ¢, la circumferencia determinada
per B i C' té un punt interior i un exterior a ¢ i en conseqiiencia es tallen.
Analogament es veu la unicitat. Aixo prova ’axioma de Pasch.

Com a conseqiiencia de complir-se aquests axiomes (cf. capitol 1, §1.3)
podem parlar de segment i angle. Sovint parlarem de segment hiperbolic i
angle hiperbolic per a distingir-los dels segments i angles euclidians.

Podem definir ara la darrera relacié: la congruencia de segments i angles.

Direm que un segment hiperbolic AB és congruent al segment hiperbolic
A’ B’ si existeix una successié d’inversions realitzades respecte a circumferencies
de centre sobre la recta y = 0 i rectes verticals, és a dir, respecte a les rectes
hiperboliques, tal que aplica 'arc de semicircumferencia euclidia AB sobre
larc de semicircumferéncia euclidia A'B’.
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Figura 3.5

Analogament I’angle hiperbolic m és congruent a ’angle hiperbolic m
si existeix una successié d’inversions, realitzades respecte a les rectes hiper-
boliques, tal que aplica els costats del primer angle sobre els costats del segon.

Observeu que aquest tipus d’inversions transformen el semipla y > 0 en ell
mateix i rectes hiperboliques en rectes hiperboliques.

Degut a la Proposicié 3.4, angles congruents en el sentit d’aquesta definicié
son congruents també en el sentit de la Geometria Euclidiana. Per contra,
arcs (segments hiperbolics) congruents en el sentit anterior no sén en general
congruents en el sentit de la Geometria Euclidiana. Aixo és degut al fet que
les inversions conserven angles pero no les dimensions lineals de les figures.

OBSERVACIO. Les inversions que estem considerant no sén sind simetries
respecte a una recta (en el sentit hiperbolic). En efecte, sigui AB un segment
hiperbolic i sigui P la intersecci6 de la recta euclidiana AB amb y = 0 (fig. 3.5).

Tracem des de P la tangent PM a 'arc AB. Es pot veure llavors que
PM? = PA - PB. Aquesta igualtat implica que A és l'invers de B respecte
a la circumferencia ¢ de centre P i radi PM. Com que M és un punt fix
per aquesta inversio, el segment hiperbolic MB es transforma en el segment
hiperbolic M A. Per tant M A i M B sén segments hiperbolics congruents. En
particular M és el punt mig hiperbolic del segment AB. A més ’angle format
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per ¢ il’arc M B es transforma en ’angle format per ¢ i 'arc M A. Com que
son adjacents i iguals sén, per definicid, rectes.

Per tant, des del punt de vista hiperbolic, el punt A és el simetric del punt
B respecte a la recta c.

Si la recta euclidiana AB és parallela a y = 0 (no existeix el punt P) el
paper jugat per la semicircumferencia c el fa la recta euclidiana perpendicular
al segment AB en el punt mig euclidia i val el mateix raonament.

Demostrem ara que aquestes relacions de congruencia compleixen els axio-
mes del grup III.

L’Axioma III.1 diu essencialment que sobre cada semirecta es pot tracar
un unic segment congruent a un segment donat amb origen a l'origen de la
semirecta.

Sigui doncs AB un segment i A* un punt origen d’una semirecta m (fig. 3.6).

B 14>6 m

Figura 3.6

Pel procediment explicat a I’observacié anterior tracem la perpendicular n
en el punt mig del segment AA*. Per simetria respecte a n el segment AB es
transforma en un cert segment A*B’ (fig. 3.7).

Tracem ara la bisectriu b de 'angle format per B’A* i la semirecta m.

A continuacié fem una simetria respecte a b. El punt A* és fix i, per
conservar angles, la semirecta d’origen A* que conté B’ es transforma en la
semirecta m. En particular B’ es transforma en un punt B* sobre m.



3.3. CONSISTENCIA DE LA GEOMETRIA HIPERBOLICA 65

Figura 3.7

Aixi, donat AB i m, ha existit un punt B* sobre m tal que AB = A*B*,
car A*B* és el transformat de AB pel producte de dues simetries, la primera
respecte a n i la segona respecte a b.

Per a demostrar la unicitat de B* suposem que existis un altre punt Bj
sobre la semirecta m tal que AB = A*B;. Per definicid, aixo vol dir que
podem transformar A*B* en A* B} per un producte d’inversions. Pero aquest
producte d’inversions té A* com a punt fix i els punts d’interseccié de la cir-
cumferencia determinada per m amb y = 0 fixos també. Observeu que no es
poden permutar entre ells. Per tant és la identitat o inversié respecte a aquesta
circumferencia. En ambdds casos B* = B} com voliem.

Finalment hem de comprovar que AB = AB, pero aixo és evident car la
identitat es pot pensar com a producte d’inversions (una per la seva inversa).

L’Axioma III.2 es compleix trivialment.

Per a demostrar I’Axioma II1.3 hem de comprovar que si A, B i C estan
alineats 1 A’, B" 1 C' també estan alineats i si AB = A'B’ i BC = B'C’, llavors
AC = A'C'.



66 3. GEOMETRIA HIPERBOLICA

Per aix0 sigui ¢ el producte d’inversions que porta AB sobre A’B’. Demos-
trarem que aquesta mateixa ¢ ja porta C' sobre C’ (i per tant AC' = A'C").

El punt ¢(C) és un punt de la recta A’B’ que esta al mateix costat de B’
que C’ (les inversions conserven la relacié d’estar entre mig).

Com que BC' = B'C', BC = ¢ Bp(C'ipB = B’ es dedueix, utilitzant I11.1
i [11.2, que C = C". Aixo demostra I11.3.

L’axioma III.4 diu que tot angle es pot aplicar de manera inica a un costat
donat d'una semirecta donada. Per a veure aixo, sigui h, k un angle de vertex
O i h' una semirecta d’origen O’. Fem primerament una simetria respecte

a la perpendicular en el punt mig del segment OO’ (en el sentit hiperbolic)
(fig. 3.8).

Figura 3.8

—_— —_—
Aix0 transforma h, k en un cert angle h”, k" de vertex O'. A continuacio
. . . . o . N =
fem una altra simetria respecte a la bisectriu de h/, h”. Aixo transforma h”, k"

en A/, k' i aquest darrer angle és per construccié congruent a ﬂ Si k' esta
en el costat donat dels dos determinats per A’ ja hem acabat. Si no, apliquem
una simetria respecte a h’ i obtenim el resultat desitjat.

Com es veu, la idea és exactament la mateixa que a la comprovacié de
I’Axioma III.1. La unicitat de II1.4 es demostraria també de manera analoga
a com s’ha fet a III.1. Les altres afirmacions de II1.4 es comproven facilment.

Per a comprovar II1.5 hem de veure que donades dues ternes de punts no
alineats A, B, C 1A', B, C" si AB = AB', AC = AC' 1 BAC = B'A' (",
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llavors ABC = A/B'C" i ACB = AIC'B'. Per aixo, sigui ¢ el producte d’in-
versions que porta l'angle BAC sobre 'angle B’ A'/C". Aixi p(A) = A’, i també
per IIL.1, p(B) = B"i p(C) = C’, cosa que acaba la demostracid.

A -1

Figura 3.9

Finalment observeu que ’axioma de Lobatxevski és aqui evident, car do-
nada una semicircumferencia del semipla ¥y > 0 i un punt que no pertanyi
a aquesta semicircumferencia, hi ha una infinitat de semicircumferencies que
passen pel punt i no tallen la semicircumferencia donada.

Per exemple, si la recta hiperbolica considerada éslaxz =01 P = (—1,1) és
el punt donat, qualsevol semicircumferencia de centre A = (a,0) amb a < —1
que passi per P és una recta hiperbolica que no talla la recta donada.

Per tant hem construit uns conjunts i unes relacions entre els seus elements
fent servir només la Geometria Euclidiana de manera que en aquest nou model,
anomenat model de Poincaré, es compleixen tots els axiomes dels grups I, II
i III i axioma V’. Aixo demostra, com haviem dit, que si la Geometria
Euclidiana és consistent, la Geometria Hiperbolica també.

3.4. Teoria no euclidiana de les paral-leles

En aquest paragraf donarem el concepte de rectes paralleles segons Lobat-
xevski. No és tan senzill com en el cas euclidia i necessitarem alguns comentaris
previs.
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Comencen amb el segiient teorema.

TEOREMA 3.5. Si laxioma V'’ (de Lobatzevski) es compleiz per a algun
punt i alguna recta, llavors es compleix per a tot punt i tota recta. A més per
aquest punt passen, no solament dues, sino infinites rectes que no tallen la
recta donada.

No en donem la demostracio rigorosa a partir dels axiomes I, II,IIT i V',
pero ja hem comentat al paragraf anterior la validesa d’aquests fets en el model
de Poincaré.

A diferencia del que passa en Geometria Euclidiana, on rectes que no es
tallen es diuen paralleles, en Geometria Hiperbolica tan sols es diran paralleles
dues de les infinites rectes que pasen pel punt i no tallen la recta donada.

Per a concretar aixo, prenem una recta r i un punt P exterior a r. Tracem
la perpendicular PQ) des de P a r. La recta P(Q) divideix el pla en dues parts
que podem anomenar dreta i esquerra (fig. 3.10).

B’ k
]

Q 7

Figura 3.10

La part dreta de cada recta que passa per P i no talla r forma amb PQ
un cert angle 3. Sigui a 'extrem inferior d’aquests angles (i.e. a és més petit
o igual que tots els angles del conjunt considerat pero per a cada nombre real
positiu €, a + € ja és més gran que algun angle del conjunt).
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Llavors és facil veure que la recta k que passa per P i forma un angle «
amb PQ no talla r (cf. Teorema 1.2). D’aquesta recta k se'n diu precissament
parallela a r per la dreta des de P. També es diu que és recta frontera del
conjunt de rectes per P que no tallen r.

El concepte de parallela per ’esquerra es defineix analogament.

Observeu pero que la recta k' simetrica de k respecte PQ (el concepte de
simetria és de la Geometria Absoluta) no talla 7, i que, a més, és frontera de
la part esquerra de totes les rectes que passen per P i no tallen r. Es a dir,
k' és justament la parallela per I'esquerra. Per simetria, I'angle « entre k i
PQ coincideix amb 'angle entre k' i PQ. D’aquest angle se'n diu angle de
parallelisme del segment PQ).

El paper representat per P el representa també qualsevol punt de la recta k.
Concretament tenim:

TEOREMA 3.6. Si k és parallela a v des de P, llavors per a qualsevol punt
Q de k, la recta és frontera del conjunt de rectes que passen per Q i no tallen r.
Es a dir, si k és parallela a r des de P, llavors k és parallela a v des de @),
per tot punt () de k.

Tampoc no donarem la demostracié d’aquesta proposicié a partir dels axi-
omes, pero el que si que farem sera comentar-ne la validesa en el model de
Poincaré.

Per aix0 representem primerament les paralleles per la dreta i per ’esquerra
en el model. Suposem que r esta representada per una semicircumferencia de
centre sobre la recta y = 0 que la talla en els punts A i B. Suposem P un
punt exterior a r.

Es veu facilment que la parallela a r des de P per la dreta és justament
la semicircumferencia k de centre sobre y = 0 que passa pels punts P i B
(fig. 3.11).

Observeu que les rectes hiperboliques r i k£ no es tallen, car el punt d’in-
terseccido B de les dues semicircumferencies no pertany al model de Poincaré
(aquest esta format pels punts y > 0 i B esta sobre la recta y = 0).

La recta y = 0 rep el nom de recta de l’infinit i per aixo es diu que rectes
paralleles son les que es tallen a 'infinit.
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Figura 3.11

La simetria que hem fet abans de k respecte a P() correspon ara a la
inversio respecte a la circumferencia determinada per P i (). Aquest punt () es
pot calcular pels procediments de la Geometria Absoluta (cf. Teorema 1.17).
Aixi la circumferencia k es transforma en una altra circumferéncia k' que passa
per P (car P és fix) i forma un angle a amb PQ (car les inversions conserven
els angles). A més, com que P(Q) és perpendicular a r, el punt B va a parar al
punt A i aquest a B. Aixi k' passa per A, o dit d’'una altra manera, talla r a

Iinfinit. Per tant aquesta recta k' és justament la parallela a r per 'esquerre
des de P.

Amb aquesta interpretacié de recta tangent com a circumferencia tangent
a I'infinit queda clar que sigui quin sigui el punt P que elegim sobre la circum-
ferencia k, aquesta és frontera de les circumferencies que passen pel punt i no
tallen r. Aixi, igual que ha passat amb el Teorema 3.5, el Teorema 3.6 es fa
evident en el model.

Aixo permet donar la definicié de paralleles segons Lobatxevski.

DEFINICIO 3.1. Direm que la recta k és paralilela a la rectar si k és frontera
del conjunt de rectes que passen per un punt de k i no tallen r.

Es pot veure, usant el que alguns autors anomenen lema d’Aristotil, que
la relacié de parallelisme és simetrica i.e. si la recta m és parallela a la recta
[ llavors [ és parallela a m.
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Per acabar vegem una propietat importat de ’angle de parallelisme.

TEOREMA 3.7. L’angle de parallelisme queda totalment determinat per la
distancia del punt a la recta.

DEMOSTRACIO. Sigui r una recta i P un punt exterior a r. Tracem la
perpendicular PQ) des del punt P a la recta r i una parallela k£ a la recta r pel
punt P (fig. 3.12).

Figura 3.12

Sigui ara r’ una altra recta i P’ un punt exterior a r’. Tracem la perpen-
dicular P'Q" des del punt P’ a la recta r’ i una parallela &’ a la recta r' pel
punt P’

Suposem que els segments PQ i P'Q)' sén congruents. Hem de demostrar
que angle « entre PQ i k coincideix amb 'angle o entre P'Q)" i k.

Suposem « < «'. Per I'axioma III.4 existeix una semirecta d’origen P,
del mateix costat que k' respecte a P'Q)', que forma un angle o amb P'Q)".
Pel fet d’ésser o/ I'extrem inferior dels angles que les rectes que no tallen r’
formen amb P’Q)’, la semirecta anterior ha de tallar v/ en un cert punt R’. Per
I’Axioma III.1 existeix un punt R sobre r, determinant a partir de ) en el
sentit del parallelisme, tal que QR = Q'R’.

Aixi, peigiteri C.A.C., els triangles PQR i P'Q)’R’ sén congruents. En
particular QPR = «a i la recta PR ha de coincidir amb k. Pero aixo implicaria
que r i k es tallen en el punt R en contradiccié amb el fet d’ésser r i k paralleles.
Aix0 acaba la demostracio. O
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El teorema 3.7 permet pensar que tenim definida una funcié II: R — R,
anomenada funcié de Lobatxevski, donada per

II(z) =«
on « és I'angle de parallelisme de qualsevol segment de longitud z.

L’estudi d’aquesta funcié a partir dels axiomes és laboriés. Nosaltres la
calcularem explicitament en el paragraf segiient utilitzant el model de Poincaré.

En particular veurem que és injectiva. Aixi si dos segments tenen el mateix
angle de parallelisme sén congruents.

Aix0 permet descriure amb precisié una unitat de mesura de longituds.

En efecte, el lligam entre longituds i angles donat per la funcié de
Lobatxevski i el fet de que en geometria absoluta hi ha un angle
privilegiat, 1'angle recte, permet privilegiar un segment. Per exemple, po-
dem agafar com unitat de mesura aquell segment, Unic llevat de congruencia,
que té angle de parallelisme 7 (la meitat d'un angle recte). Recordem que
I'angle de parallelisme és sempre menor que 7 (si utilitzem radians). Tindrem

llavors

En geometria hiperbolica la suma dels angles d’un triangle és més petita que
7 (no només < com haviem vist al teorema 1.31). Per aix0, també podriem
prendre com unitat de mesura el costat d'un triangle equilater d’angle < Z.
Gauss, en carta a Gerlin, 11 d’abril 1816, diu: podriem agafar com unitat de

mesura el costat d’un triangle equilater amb angle 59°59'59”799999.

3.5. Relacions metriques fonamentals de la Geometria Hiperbolica

L’objectiu d’aquest paragraf és obtenir una férmula explicita per a ’an-
gle del parallelisme. Tot i que la podriem deduir a partir dels axiomes ens
limitarem a donar-la en el model de Poincaré.

Per aixo, el primer que necessitem és tenir una expressié per a la longitud
d’un segment en el model.

Comencem per recordar que el producte d’inversions es pot escriure com
, az+ [
z =
vz +0




3.5. RELACIONS METRIQUES 73

6
, aztp
z =
YZ+0
amb ad — 3y # 0, segons si es tracta d'un nombre parell o imparell d’inversions.
Aquestes formules tenen el petit inconvenient que per al punt z = —% no

estan definides.

Per a evitar aixo s’introdueix un punt auxiliar co, anomenat punt de I'in-
finit, i s’amplia el domini de definicié de les anteriors férmules a tot C dient

que el punt z = —% va a parar a oo.

L’aplicaci6 inversa de I'anterior té ’expressié
/ =/
, 0z —f3 ) , 0z —p3
=00 (¢} 2=
—vz' + vz +
de manera que ara és el punt % qui no té imatge. Com abans convenim que la
seva imatge per 'aplicacié inversa sigui oo.
Resumint si ¢ representa un producte d’inversions pensarem que és una
bijeccié de C U {oo} donada per

_az+f3 ) _az+f
SO(Z)_”)/Z—i—é (Ow(z>_72+5)
(-2
pl—=) =0

Y
80(00):;

Si v = 0, 'ampliaci6 de ¢ a C U {oc} és de fet innecessaria, perd per
coherencia I'ampliarem agafant ¢(c0) = oo.

Si es tracta d’una sola inversié és el centre de la circumferencia el punt que
va a 00.

Si u, v, s it sén quatre nombres complexos, escriurem
u—s v—S5

t) = :
(w0, 5,%) u—t v—t

i direm que (u,v,s,t) és la raé doble de u, v, s it. Observeu que l'ordre és
important. Aixi si (u, v, s,t) = A llavors (v, u, s, t) = %, (u,v,s,t) = %, etc.
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Si un dels quatre punts és 'infinit la raé doble esta donada per les formules
que s’obtindrien de I’anterior per un procés formal de pas al limit.

(u,v,s,oo)::j:j (u,v,oo,t):zi::fL
(u,oo,s,t):u_s (oo,v,s,t)zv_t
u—t v— 38
ProprosICIO 3.8. Les transformacions del tipus 2 = f‘;—ig, ad — By # 0,
conserven la raé doble. Es a dir (u,v,s,t) = (u,v, ¢, t). Les transformacions

del tipus 2’ = ﬁif, ad — B # 0, conjuguen la rad doble. Es a dir (u,v,s,t) =

(w0, 8 t).

DEMOSTRACIO. Es un simple calcul que farem tnicament en el cas que
cap dels punts involucrats sigui l'infinit. Si un d’ells u, v, s, t,u',0', s 1 t’ és
I'infinit es pot adaptar el mateix calcul sense majors problemes.

Observem que

;o ad — [y
R N T CPRE
i que 55
! ! a0 — P
T oo Y
Per tant
u—s  u—s yt+0
W —t  u—t ys+6
Analogament

V=5 w—s At+9

V=t v—t ys+0
d’on es dedueix directament (u,v,s,t) = (v/,v',s',t'). La segona part de la
proposicio és ara conseqiiencia immediata del fet que la raé doble dels conjugats
és el conjugat de la raé doble. O

ProprosICIO 3.9. Siguin u, v, dos punts del semipla de Poincaré. Siguin
s it els punts d’interseccio amb la recta y = 0 de la semicircumferéncia que
representa la recta hiperbolica u, v.

Llavors (u,v, s,t) és un nombre real estrictament positiu.
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DEMOSTRACIO. Remarquem primerament que si els punts u, v tenen la
mateixa part real, la semicircumferencia a que fem referencia és una recta
ortogonal a y = 0. En aquest cas prendrem ¢ com el punt de l'infinit (fig. 3.13).

Figura 3.13

Comencem la demostracié quan u i v estan efectivament sobre una circum-
ferencia. Escrivim els complexos © — s i u — t en forma polar
U—8=re"
u—t=rye""?

s

Com que l'angle sut és recte, we —w; = 7 1 per tant

u—s r
= — € 2
u—t T2

Analogament si v — s = rze™® i v — t = rye™* tenim

V=S8 T3 _;x
= — € 2

v—t T4

d'on (u,v,s,t) = :—;: :—i que és un nombre real estrictament positiu.

Observeu que 71 /19 = cotwy 1 r3/ry = cotws.
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Quan t és el punt de linfinit (u,v,s,t) = “=2 pero tant u — s com v — s
son llavors imaginaris purs. Aixi

1
(u,v,s,t) = —
]
que torna a ésser un nombre real estrictament positiu. O

Al §1.8 del Capitol 1 hem vist que hi ha una tnica manera d’associar una
longitud als segments. Concretament hem vist que hi ha una tnica manera
d’associar un nombre real positiu a cada segment de manera que

i) A algun segment OO’ i correspongui 1'1.
ii) A segments congruents corresponguin nombres iguals.

iii) Si B és un punt del segment AC i als segments AB i BC' els corresponen
respectivament els nombres a i b, llavors al segment AC' 1i correspon el
nombre a + b.

Aix0 ens permetra de donar una féormula explicita per a la distancia entre
dos punts en el model de Poincaré.

TEOREMA 3.10. La distancia hiperbolica entre dos punts u, v del semipla
de Poincaré esta donada per

p(u,v) = R|In(u,v,s,t)]

on R és una constant positiva que quedara determinada en elegir la unitat de
mesura (per aizo es diu també factor d’escala) i s it estan definits com a la
Proposicio anterior.

DEMOSTRACIO. Observem primerament que p(u,v) > 0. En efecte, a la
Proposicié 3.9 hem demostrat que (u,v,s,t) = .3 Peror /1o és diferent
de r3/ry ja que representen tangents d’angles diferents. Per tant (u,v, s, t) # 1
ip(u,v)>0.

Aixi tan sols hem de comprovar que es compleixen les tres condicions an-
teriors.

i) Si fixem un punt ug, la funcié d’una variable p (ug,v) és evidentment
continua. El punt v varia a la semicircumferencia entre u i t. En aquests
valors extrems tenim lim p (ug,v) = lim R|In(ug,v,s,t)| = 0 car la raé

v—uQ vV—1UQ
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doble tendeix a 1. I, amb la notacié de la Proposicié 3.9, lin%p (ug,v) =
v—

lim R ‘ln(r—lz )

v—t 2 T4

tendeix a 0. Com que la funcié continua p (ug,v) pren els valors 0 i oo,

existeix almenys un punt vy on

= oo car quan v — t, r, — 0 i per tant la raé doble

P (Uo, Uo) =1.
(Un cop elegim el parell ug, vy podem determinar R per la férmula

R ‘ 11’1(’&0, Vo, So, to)‘ = 1)

ii) Si el segment uv és congruent al segment u'v’ vol dir que hi ha un pro-
ducte d’inversions que transformen la semicircumferencia que representa
la recta hiperbolica uv en la semicircumferencia que representa la recta
hiperbolica u/v’. En particular aquest producte d’inversions transforma
els punts u, v, s,t, en els punts u’,v’, s, t on s,t i s, sén les respectives
interseccions de les semicircumferencies amb la recta y = 0 (fig. 3.14).

u v

Figura 3.14

Aquest producte d’inversions esta representat per una aplicacié de la forma

,_az+f
z = (6]
Yz + 0
, az+f

z =

Y2+
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Aquestes aplicacions conserven o conjuguen la raé doble. Com que en el
nostre cas la raé doble és un nombre real (i per tant igual al seu conjugat),
tenim que

(u,v,8,t) = (u',0', 8, t)
que implica p (u,v) = p (v/,v"), com voliem.

iii) Sigui w un punt interior al segment hiperbolic uv. Directament a partir
de la definicié de ra6 doble es té que

(u,v,s,t) = (u,w,s,t) - (w,v,s,t).

A més (u,w,s,t)i(w,v,s,t) som tots dos més grans que 1 o tots dos més
petits que 1. En efecte, si diem «, (i~ dels angles que formen les rectes
euclidianes, ut, wt i vt amb y = 0, resulta que (fig. 3.15).

Figura 3.15

(u,w, s, t) = tana/ tan 3

(w, v, s,t) = tan 3/ tan~y.

Sia < <7 les dues raons dobles sén més petites que 1.

Sia > (> v les dues raons dobles séon més grans que 1.

Per tant In(u,v,s,t) = In(u,w, s,t) + In(w, v, s,t) i els dos logaritmes
de la dreta son tots dos positius o tots dos negatius.

Per tant |In(u, v, s,t)| = | In(u, w, s,t)| + | In(w, v, s,t)| d’on p (u,v) =
p (u, w) + p (w,v), com voliem. O
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TEOREMA 3.11. L’angle de parallelisme esta donat per la formula

II(z) = 2 - arctane™ %.

DEMOSTRACIO. Segons el Teorema 3.7 per a calcular II(x) podem calcular
I’angle de parallelisme d'una recta arbitraria des d’'un punt arbitrari que estigui
a distancia x de la recta.

Per simplificar els calculs prenem una recta r representada per una semi-
circumferencia de radi euclidia igual a 1. Sigui v un punt a distancia = de la

semicircumferencia situat sobre la recta perpendicular a y = 0 que passa pel
centre de r (fig. 3.16).

u
o
k
v
/\r
\a
4 p S q
Figura 3.16

Siguin v i s els punts d’interseccié d’aquesta recta amb r i y = 0 respecti-
vament. Siguin p i ¢ els punts de l'infinit de r. La tangent per la dreta a r des
de u és la semicircumferencia k que té el centre ¢ sobre y = 0 i passa per u i q.

Tenim que

U—S
In

x=p(u,v) = R|In(u,v,s,0)| =R =R|lnh|=R-Inh
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on h és la distancia euclidiana entre u i s (la distancia euclidiana entre v i s
és 1).

Com que angles amb els costats perpendiculars son iguals resulta que ’angle
de parallelisme « en el punt u, és a dir ’angle entre les rectes euclidianes uw i
la tangent a k en el punt u, és igual a angle ucs.

Com que el triangle euclidia ucq és isosceles, tenim

cqu =
q 2

Si considerem el triangle squ tenim

_ _ Q@
h = tan squ = tan cqu = cot 5

Per tant z = R - In (cot %), o equivalentment
II(z) = a = 2arctane™ & O

Com ja haviem comentat abans aquesta funcié II(z) estableix un lligam
entre longituds de segments i magnituds d’angles.

Aquest lligam fa que en Geometria Hiperbolica no existeixin figures sem-
blants.

Quan fixem la unitat de mesura, la constant R queda determinada. Per
exemple, si agafem com unitat de mesura el segment amb angle de parallelisme
7 tenim I'equaci6

I(l) =a= 2arctane” ® =

]

que permet aillar R.

Obtenim R = In(1+ +/2), valor usat per Gauss en Carta a Gerlin de 16 de
marg 1819.

De fet si dos triangles tenen els angles iguals també tenen els costats iguals,
és a dir, que son congruents.

Concretament si ABC' és un triangle hiperbolic i denotem per «, 31 les
magnituds dels angles A, B i C'i per a, b1i ¢ les longituds hiperboliques dels
costats BC', AC'i AB respectivament, es pot demostrar laboriosament a partir
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dels calculs anteriors (cf. [1]) que

a  cosa+ cosFcosy
cosh — = - -

R sin (3 siny

b cosB+ cosycosa
cosh — = - -

R sin 7y sin «

¢ cosvy+ cosacos 3
cosh — =

R sin «vsin 3
és a dir, el coneixement de «, (i v implica el coneixement de a, b i c.

Per aix0 no ha d’estranyar que el coneixement dels angles d’un triangle
hiperbolic ens determini també la seva area.

Sense entrar en detalls diguem que I’area d’un triangle (i, per descompo-
sici6, de qualsevol figura) es pot definir de manera semblant a les longituds i
angles (cf. Definicions 1.9 1 1.10). Concretament tenim:

ProprosicIO 3.12. Ewxisteiz una tinica manera d’assignar un nombre real
positiu f(A) a cada triangle de manera que

i) A algun triangle Ao li correspon el nombre 1.
i1) A triangles congruents corresponen nombres iguals.
iii) Si el triangle A esta compost dels triangles Ay, --- A, llavors f(A) =
(A + -+ f(ARA).

A aquest nombre se li diu area del triangle.

Que A estigui compost de triangles Ay, --- | A, vol dir que la unié d’aquests
triangles és A i que dos d’ells o sén disjunts o tenen un vertex en comu o una
aresta en comd.

No demostrarem aquesta proposicié (cf. [1]).
Direm tan sols que qualsevol funcié que compleixi ii) i iii) és de la forma

f(A)=k-D(A)
on k és una costant i D(A) és el defecte del triangle A és a dir
DA)=m—a—-0F-vy

on «, 31 sén les magnituds dels angles de A.
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La condici6 i) determina llavors la constant k.

En Geometria Euclidiana es relacionen les unitats de longitud i d’area
exigint que el quadrat de costat unitat tingui area 1.

En Geometria Hiperbolica es relacionen també ambdues unitats per un
procediment semblant, encara que una mica més complex. Diguem tan sols
que la relacio entre aquesta constant k i la constant R que apareix en calcular
la distancia hiperbolica en el model de Poincaré (cf. Teorema 3.10) esta donada
per k = R?. Aixi I'area d’'un triangle en el model de Poincaré esta donada per

F(A) = R2D(A).

En particular no existeixen triangles d’area arbitrariament gran.
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